NOTA: le definizioni di limite ora date si possono rias-
sumere con il linguaggio degli intorni: siano L,z € R;

allora

— ——y

lim f(x) = L <= V intorno I di L esiste un intorno
0

T—x

J di zg tale che se zg # = € J, allora f(z) € I.

LIMITI DI FUNZIONI CON dom f C R

1Def.] Sia A C R; diremo che zy € R & un punto di
accumulazione per A se per ogni intorno I di zg si ha
INA\{zo} # 0. Un punto di A che non sia un punto
di accumulazione per A si -dice un punto isolato di A.

XA € olalyr & T umboemr dexy b.e. I n A‘{_"o}=¢
ESEMPI: 1) A= {(1/n): n€ N, n#0}. 08 ]’umco(InA_{xbj

punto di accumulazione per A. Inoltre A & composto
solo di punti isolati. _@.Mg'_} N
2) I punti di accumulazione per Z sono +o0o e —oo.
Naturalmente, anche Z & composto solo di punti isolati.

Def. | Sia f : A — R e z¢ di accumulazione per A.
Allora diciamo che f(z) tende a L € [—o00,+400] per

& — xo (e scriviamo ancora lim f(z) = L) se per ogni
———— T—Tg ERS

intorno J di L esiste un intorno I di zg tale che se
xzo #x € INA, allora f(x) € J.

NB.  PotcRe X, € i acumularione per R
I+ @, V I imoomo ot % .



NOTA: questa definizione pud venire riscritta con la
terminologia degli € e §, distinguendo i vari casi. Per
esempio se xo, L € R lim f(xz) = L significa che

0

—

Ve>030>0: Ve #zo: z€domfe|r—xo <6, si
ha |f(z) - I| < e
(PER ESERCIZIO: riscrivere i vari casi).

ESEMPI: 1) ogni successione & una, funzione con do-
minio N, e quindi +o00 & 'unico punto per cui si possa
applicare questa definizione (che naturalmente coincide

con la solita definizione di limite di una successione).
2) A={(1/n): ne N, n#0}, f: A — Rsiadata da
z) = (1+z)= per z € A. Allora si ha lim f(x) = e.

mote v-ole,

ﬁeorema. (UNICITA) Sia zy di accumulazione per
domf. Se f(x) — L e f(z) — L' per x — z, allora
L=1

Dim. (supponiamo x4, L e L’ numeri reali) Suppo-

- P e
niamo L # L'. Sia > e > 0. Allora 36 > 0:
w0 # @ € domf e |z~ wo| <5 = |f(x) — L] < e,
ed esiste ' > 0: g # = € domf e |z — xg| < 6 =
|f(xz) — L'| < e. Quindi & # zq e |29 — 2| < min{d, 6’}
siha |[L—L'| <|L— f(z)|+|f(z)-L'| <2 < |[L—L|.
Assurdo. L]
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PER ESERCIZIO: dimostrare il teorema negli altri
- casi, anche usando la definizione mediante intorni.

LIMITE DESTRO E LIMITE SINISTRO

Def.| Sia f : A — R e 29 € R. Supponiamo che zg sia
di accumulazione per I'insieme AN|zg, +00]. Se esiste il

limite per x — xy della restrizione di f a AN]zg.+ool.

allora chiamiamo tale valore il limite destro di f in xg,
e lo denoteremo con il simbolo |

T—Zo$

lim f(z).

NOTA: questa definizione pud venire riscritta con il

solito linguaggio degli intorni, con I’attenzione di pren-

dere intorni “destri” di x¢ (ovvero insiemi del tipo
IN|zg, +oo| con [ intorno di zg). Equivalentemente (per
esempio per L € R), possiamo dire che lim f(x) =L

T—To+

< Ve > 039§ > 0: z €z, xzg + d[Ndomf si ha
f(z) - L| <e.

-
?Def._] Allo stesso modo si definisce il limite sz'mstjj(_)‘

di f in xg, che si denota con lim f(x) prendendo la
—>Tpe=

restrizione di f a domfN]—oo, zg].




Def.| V& € R poniamo [z] = max{k € Z : k < z}

(parte intera di x).

NOTE: 1) n=[z][<=n€Zen<z<n+1l.
2) Esempi: [1] = 1, [-2] = -2, [-3/2] = =2, [r] = 3,

|[—7] = —4.
ESEMPIO: la funzione parte intera non ammette limite
per x — 0, pero si ha 1
lim [z] = —1 lim [z] = 0. 40 o >
r—0— r—0+ i
.

PrOposizioneq Sono equivalenti le condizioni:

i) lim f(x)=1L

T—XQ

ii) lim f(z)=1L e lim f(x)=L.

T—To+ T—To—

Dim. i) = ii): fissato ¢ (oppure M se il limite & £c0)
il ¢ che va bene per la def. di limite va bene anche per
1 limiti destro e sinistro;

ii) = 1): fissato ¢ (oppure M...) si trova &' (risp. 6")
tale che se z €]zg — ', zo[Ndom f (risp. se = €]xg, zg +
o"[Ndomf allora |f(xz) — L] < e (risp. f(z) > M...).
Prendendo ¢ = min{d’, 6"} questo va bene nella def. di
limite. L]



