Una stima migliore € la seguente

2.71. < e < 2.72

SOTTOSUCCESSIONI

ﬁDef.‘]_ {bn} & sottosuccessione di {ay} se I f: N — N
strettamente crescente tale che

(Vke\H ) zf,(|<)< f,(k.,A)) b IN ¢ >IN £ »IR.

Lbk = A f(k)- kR — J-(k) — A}(ﬁ) -':-'bk

In genere si scrive ny invece di f(k), per cui

bk: DL a’nk

NOTA: si ha limg f(k) =

ESEMPI: {4n?} & sottosuccessione della successione

{n*} (prendendo f(n) = 2n); *Q('K) ::'-Lz_‘zk ..(gk)"f'_.AEZ

La successione costante {1} & sottosuccessione della
successione {(—1)"} (prendendo f(n) = 2n, ma anche

f(n) = 6n). Q,m::(_f!)m' (_1) Qk—‘ ¢
?f'[k =m = Ql(
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Teo.{egnaj an — L = an, — L V sottosuccessione
{am.} di {an}.

Dim. Sia [ intorno di L emo t.c. Yn > mg si ha
an € I. Dato che limg ng = 400, Im € N t.c. Yk > m

si ha ng > mgy. Allora

an, €T Vk>m. [

Corollario Importante. Se 3 {a,, } e {a,; } due sot-

tosuccessioni di {a, } tali che

n, — L ap — L

e L # L, allora {a,} oscilla.

ESEMPIO: {(—1)"} oscilla: infatti (=1)?" =1 — 1, e
(—1)2+ = 1 & 141

Teoremé;.l(BOLZANO—WEIERSTRASS) Da ogni suc-

cessione limitata si puo estrarre una sottosuccessione

convergente.

Dim. {a,}limitata <= 3IM > 0: |a,| < M Vn<=3IM >
0: -M<a, <MVVn.

Dobbiamo costruire una successione crescente di
interi {n }. Poniamo ng = 0. Costruiamo per induzione

ng.



Iustriamo la costruzione di n;. Poniamo Iy =
[bo, co] = [~M, M], e dividiamo I, nei due intervalli
[—M,0] e [0, M]. In almeno uno di questi due intervalli
devono cadere termini della successione a; per infiniti
indici j. Scegliamo I; = [by,c1] con questa proprietd e

poniamo
ny =min{j:a; € I,j > 0}.

Nel caso generale si procede allo stesso modo: definiti
Iy, = [by,ck] e ny tali che a,, € I} e in I cadono ter-
mini a; per infiniti indici 7, si divide a meta ’intervallo
I, in due intervalli della stessa ampiezza e si sceglie
Ip+1 = [bk+1, Ck+1] uno dei due intervalli in cui cadono
termini a; per infiniti indici 5. Quindi si pone

Ng+1 =min{j : aj € Ixy1, 7> ng}.

E chiaro che la successione nj & strettamente crescente
e dunque {a,,} € una sottosuccessione di {a,}. Per

costruzione abbiamo

—M <. <bp 1 <bpy<an <cp<c1<...< M

Dalla, monotonia e dalla limitatezza segue che le suc-
cessioni by, cr sono convergenti. Poiché lck — bk‘ =
M27F*1 esse convergono allo stesso limite L. Infine
da b < an, < ck, segue che anche a,, — L. L]



IL CRITERIO DI CAUCHY

OSSERVAZIONE: Sia {a,,} una successione conver-
gente a L. Valutiamo la differenza

lan — ap/| = |an — L + L — aps| < |an — L] + |L — ap).

Per ipotesi {a,} converge, ossia
Ve>0dme NtcVnn >m la, - L] <ge
lan, — L] < €. Segue allora che

an, — an/| < 2e.

Per arbitrarieta di € si puo concludere che, per le suc-
cessioni convergenti vale la seguente CONDIZIONE di
CAUCHY.

lﬂef} La successione {a, } & di Cauchy se
Ve>0dmeN:Vn,n' >m |a, —an|<c¢ ().
NEGAZIONE bl (k) : J€>0 : YVme N I, m'2m |, |,y - Qo1 | >E,
ESEMPIO: le successioni {(—1)"} e {n?} non sono di
Cauchy. J¢,=1: YmeN Imm'2m ¢ | CRE)™ 21

VmelN beeCgor m=zam e m'=amyd @ | (=1)™ (-1)™+1|= 2> 4
Abbiamo dimostrato sopra che la condizione di Cauchy

¢ condizione NECESSARIA affinché una successione

sia convergente, cioe

a, — L == vale (x).




Vale il viceversa? SI

Teorema](Criterio di Cauchy). Condizione neces-

saria e sufficiente affinché una successione reale con-
————— ]

verga e che essa sia di Cauchy.

Dim. (Condizione sufficiente) Sia {a,} di Cauchy.
Dobbiamo mostrare che {a,,} & convergente. Dividiamo
la dimostrazione in passi successivi.

1° passo. Ogni successione {a,} di Cauchy & limitata.

Per provarlo scegliamo nella definizione ¢ = 1; al-
lora 3 m t.c. Yn > m si ha |a, — d,| < 1. Da questo
segue |an| < |am| + 1 Vn > m. Dunque

an| < max{|ao|,|a1l,. .., |am_1], |am| + 1} Vn >0

-—

e percio la successione & limitata.

2° passo. Poiche {a,} & limitata, per il teorema di
Bolzano- Weierstrass, se ne pud estrarre una sottosuc-

cessione {a,, } tale che a,, — L € R.

3° passo. Se {a,} & una successione di Cauchy con

una sottosuccessione convergente a,, — L allora an-

che a,, — L.




Fissatoe > Osia N t.c.Vk > Nsia|L—a,, | <ce
anche, usando la definizione di successione di Cauchy,

tale che ny sia cosi grande che ¥V n > ny si abbia

|any — an| < e. Allora Vn > ny si ha

-

an — L| <|any — ap| +|L — apy| < 2. O

OSSERVAZIONE: La sufficienza della condizione di
Cauchy per la convergenza di una successione & equi-

valente alla completezza. im IR .

4. ESEMPIO. Sia {z,,} C Q una successione convergente
a /2. Poiché la successione & convergente in R, essa
e di Cauchy in R (e dunque anche in Q). Perd non &

convergente in Q.

Vo) () TeR Vart, ¢ i Gy

Am IR, (Lm Q) ’_:l_—__t_z_-. cwve)cg_e, adl ee IR\ @_



Insiemi densi e successioni

Gli insiemi Q e R\ Q sono densi in R; ovvero: se

x < y, allora gli insiemi

{zeQ : z<z2<yte{zeR\Q : z<2z<y}

sono infiniti. Ne consegue che dato un qualsiasi z € Q
esistono successioni {z,} C Q e {y,} C R\ Q tali che

Tp — T, Yn — T.

Analogamente, dato un qualsiasi ¥ € R\ Q esistono
successioni {z, } C Qe {y,,} C R\ Q tali che

T, =Y Yp Y




