Successioni 63

SUCCESSIONI E RELAZIONE D’ORDINE

[Teorema. [(PERMANENZA DEL SEGNO) Sia {a,}
una successione tale che a, — L €]|0,4-00] (risp. a,, —
L € [~00,0[). Allora 3m e N: Vn>m a, > 0 (risp.
an <0).

Dim. Consideriamo il caso L > 0 (il caso L < 0 & ana-
logo e i casi L = 400 seguono subito dalla definizione).
Per definizione di limite si ha:

Ve >0 dneN: Vn>m g—agan§L+s.

Scelgliendo € = %, si ha

Liia(_)remat‘l (CONFRONTO) Siano {a,} e {b,} due
successioni convergenti o divergenti a +oc.
§£ Elm(_)__:_ Vn > myg si ha ap < by, allora

lim,, a,, <lim,, b,.

Im |7~mtcw€a.m:
Se Bmo;‘v’mz(mo AMSO _alloxa. &mmﬂ,méo
L 70 _alPora thma m>0
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Dim. Se lim,a, = lim,;b, = +oo la tesi diventa
+00 £ 400 ( che & vera). Analogamente se lim,, a,, =
limy, b,, = —o00. Altrimenti, consideriamo la successione

{bn —an}. Si ha by —ap > 0, ed esiste PROPRIETA DEL LIMIT]
lim, (b, — ay) = lim,, b, — lim,, a,,. % (NON £ 5.1 *oo :;00)

Quest’ultima differenza deve essere non negativa, altri-

menti per il teorema di permanenza del segno dovrebbe

essere b, — a, < 0 da un certo m in poi. [l

' Teorema] DEI DUE CARABINIERI) Siano {an} e

{bn} due successioni tali che

4. limg, b, = lim, @, = L

Se {cn} & una terza successione tale che JmeN :
3. an < Cy < b, Vnemm

allora lim, ¢, = L.

Dim. Vn si ha x-f-lf&), VaxeclR ("’-bm," L)
en =L < by =L < by — L| < |an — L| + [bs — L]
L ——
e 20
s =l2t| (x = ap-L)
cn —L >an —L2>~|ap,—L|>—|a, — L| - |b, — L.
S
Percio <0
lcn — L| <lap — L| + |by, — L.
VY £50, 3m,m'clN boe Re L]

]Am_Llss,z\/mzm 2 |by-L| <& Yy m!

= Jee=lte & Y > mmax { oM, m}




SUCCESSIONI MONOTONE .

Def.| Una successione {a,} si dice monotona non de-

crescente <= apn < Gpg1 VN, oeltomembe ciencemte : Rpm< Quyd ,

una successione {a,} si dice monotona non_crescente
@
L4

== ap > Op41 Y n. Hnettam . decesembe -
,Q,m>JQ_,M+1,Vm-' ——ttr
NOTA: {a,} monotona non decrescente —> I ‘e

A »

an = agp Vn == {a,} inf. limitata
(analogamente {a,} monotona non crescente =

{an} sup. limitata).

Teorema.l Sia {an,} monotona non decrescente allora

{an} non oscilla e

lim, a,, = sup,, a,; (S“f’mo‘nF b“f’{“mi VmElN})

sia {an } monotona non crescente allora {a, } non oscilla

s
lim, a, = inf,, a,,. (Ln@m,aﬂfzimoﬁ{% R Vm.elN})
Dim. (caso non crescente) sia L = inf, a,. Se mo-
striamo che VL' > L dmt.c.YVn>msiha L <a, <
L', allora L = lim,, a.,.
Per def. di inf 3m t.c. a,, < L’. Per la non crescenza
di {a,}, si ha a, < a,, V1 > m, e quindi
L<ap,<am,<L' Vn>m U

Corollario Importante. Ogni successione monotona

limitata converge in R.
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Teorema. Sia {a,} monotona non decrescente.
Allora {an} non oscilla e

lima, =supay,;
i n

sia {an} monotona non crescente. Allora {a,} non
oscilla e

lima,, = inf a,, .
n n

Dim. (caso non decrescente).

1™° caso: {an} non limitata (superiormente), cioe
sup,, an, = +00. Questo significa che:

NON VALE :dM >0: VneN a, <M

0

VM>03ImeN: a,>M

1



{a,} non decrescente = Vn>m a, > a, > M

= ap, — +oo(=sup,, an) .

2° caso:  {an} limitata (superiormente), cio&
sup,, an, = A € R. Allora:

e a, <A VneN;

o Ve >0dm. e N: A —¢e <a,, <A

{a,} non decrescente

= Vn>m. A—e<ay, <a, <A<A+e

& a, — A(=sup, a,).



1\
Teorema] La successione a,, = (1 + -—) e stretta-

o n
mente crescente e limitata.

\

Dim. (CRESCENZA) E

wm (02 - S ()

1 \n+l T2 mad 1
= (14 Ly 1
41 (+n+1 z;)( k )(n+1)’“

Perche sia a,, < an41 basta dunque vedere che V k,n

SNGERCO

Dimostriamolo per induzione su k. Per k£ = 0 si ha

(o)am == ("0 e

Supponiamo ora che k > 1, e che valga

n 1 & n-+1 1
k—1)nk=1 = \k—1)(n+1)k1"
Allora

ny 1 nl- 1
k)nk  kl(n — k) nk




Questa somma si pud calcolare facilmente:

n—1
. 1—=a"
e ~|. _ -1 ) ‘7 _ . . .
iii) sia a # 1; allora jg_o ol =——n, infatti basta

ricordare che
1-a")=(0-a)(l4+a+a®+...+a™ ).
In particolare (a = 1/2)

=

S S~V 112 .
Zz __:0(5) T 1-(1/2) 2o

B

<

Tirando le somme,

ap <1+4+2—-21"7 <3,

L]
Ricordiamo la seguente definizione.
Def. | Costante di Nepero:
1\" |
e:sup{(l—l— 5) : N E N\{O}}
Si chiama esponenziale la funzione exp(x) = €% con

dominio R.



Ne segue il

> 1\n
Corollario.] e = lim <1 + —,) :

. - n

Poiché {a,} & strettamente crescente si ha a < a
Vn > k. Passando al limite in n otteniamo ar_1 <
ar < lim, a, = e da cui si ha a; < e Vk (scrivendo k
al posto di £ — 1). Analogamente da a,, < 3 si ottiene
e < 3. Calcolando ay per k = 1,2 otteniamo cost:

9
2<Z<6§3.

Osserviamo che per avere stime migliori dal basso &
sufficiente calcolare ay per valori piu grandi di k. Per
una stima migliore dall’alto miglioriamo il conto prece—-
dente.

Vk > 2 si ha
Kl=k-(k—1)---3.-2>3...3.2=3k2.2

Dunque si ha

n 1 n ok _1n—2 =
angzngHZz 3 F=2+27")"3
k=0 k=2 7=0
1 —(1/3)n1 1 3 11
24271 <2 = —
HENGYE) 2371

da cui e < 11/4. In particolare abbiamo provato che
2 <e<3.



