Successioni 57

CALCOLO DEI LIMITI
Definiamo le operazioni di somma e prodotto coinvol-

gendo i simboli +00 e —c0.

RETTA REALE ESTESA e

Def.| Sia x € R. Definiamo: OPERAZION! ALGEBRICHE

z + (£o00) = (+00) + z = Fo0;

(+00) + (+00) = +00  (=00) + (~00) = —o0;
z - (£oo) = o0, Vz > 0;
x - (£oo) = Foo, Vr <0
(+00)(—00) = =00,  (—00)(—00) = +o0,

(+00)(400) = +00,;

x
— =0 VxeR;
+00 zEeR
+
ﬁzioo, Vo > 0;
15
=
ﬁ:ZFoo, Vz < 0.
X

FORME INDETERMINATE

+o0 0 43500

(+00) +(~0), 0-(o0), T, o,
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Ad esempio, vediamo perché non si pud dare un senso

alla forma |-+o00 — oof]

b s —r— e

i) consideriamo a, =n e b, =1 —n. Allora a,, —
+00, by — —00, € ay + b, =1 — 1;

ii) consideriamo a,, = 2n e b, = —n. Allora a,, —
+00, by — —00, € ay + b, =n — +o0;
iii) consideriamo a,, = n e b, = —n+(—1)". Allora

Ap, — 100, by — —00, € an + b, = (—1)™ & oscillante.

ESERCIZIO: costruire due successioni {a,, } e {b,} tali
che ap — 400, by — 0 e a,-b, — L € R (oppure
A, + by, — F00, oppure ay, - b, oscilla).

L]
CALCOLO bEI LINIT]

[ Teorema.| (PROPRIETA DEI LIMITI) Siano {a,},
{bn} successioni reali convergenti o divergenti a +oo.
Se non si hanno forme indeterminate, allora

(1) lim(ay + b,) = lima,, + lim by,
(2) lim(ap, - b,) = (limay,) - (lim by,

a lim,, a
1- _n_ = n Ywn
(3) s bn  limy, by,

— —_—emeand

?IH_(g) suppoziiamo bn # 0 Vn e lim, b, # 0).




o m (on+by,)= bim 0., + L. b,

NON VALE %a.md,d:

Ma,m:ioo e Lirn. b =3
m, m.

= Tt o0 e Mb T o0

NON VALE quJJJTLOLO’:

ana,mzo e Lmb = o0
m.

@ ‘QUTYL ﬂ.: &mam
T lm by,
NON VALE Wﬁa
Rim oy = bimby=0 (i &)
»QI/"LO,M::'):OO e Mbm:ioo (E?L a0
m, m, +

=7
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Alla dimostrazione premettiamo alcuni risultati.

Def. | {a,} si dice limitata se Tm
3 M > 0 tale che |a,| <M Vn e N. £ -
-M < a,m; <M | :

Teoremal (LIMITATEZZA) {an} convergente —> {an}

b = C
limitata ( {ﬂ,m} mon &mitata. = {Am}nwn om.wv.ge‘ntej)
Dim. Sia L =lim,a,. Siam:Vn>m la, - L| <1. X ha: :
Allora Vn > m |a,| < |L| + 1. Dunque VYn }n..,l JL| <)o Ll
lan| < max{|L| + 1, |aol,|a1],.-.,|am_1|} < +oo. [

ATTENZIONE: NON vale il viceversa. Per esem-

pio
1. ap=(-1)" T —

s an = sinn. I . Y i

"
‘o

—

Proposizione 1 J{a,} limitata, {b,} d1verge positiva-
mente (negamvamente) —
{an + by} diverge positivamente (negativamente).

Dim. Supponiamo che {b,} diverga positivamente.
Sia s > 0 tale che |a,| < s Vn. Fissiamo M > 0, e sia
m € N t.c. Vn > m si ha b, > M + s. Allora Vn > m
si ha a, + b, = b, — |ag| > M.
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Nel caso in cui {b,} diverga negativamente si ap-

plica il risultato provato alle successioni {—a, } e {—b,}.

= Limitata
- . , o] ..
ESEMPIO: La successione {n + ms nj di- 2
4 41 /}

verge positivamente. dine
g (—1)“2"’" r_*obm) [eoan
o 4.1 omt

Proposizione 2] {an} lzmztata {b,} infinitesima =—> Nt g <A

{anb,} infinitesima. &L

Dim. Sia e > 0. Sia s > 0 tale che |a,| < s Vn. Sia
m € N t.c. Vn > m si ha |b,| < e/s. Allora Vn > m si

ha
|anbn| = |an||bn] < e. []

ESEMPIO: La successione {% (Sm (2n)—7 cos(42n!) }
7

e infinitesima.

Proposizione 3.] La somma di successioni infinitesime

e Infinitesima.

Dim. Esercizio. L]

Proviamo il{teorema sulle proprieta dei limiti'.]

Dim. Siaa, — Leb, — L' (L,L' € R). ( L+L' =3 :I:OO:FOD)
vachwnw e - B 40— Lol
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Teorema. Dimostriamo che:

a, — L €R
b, > L' € R = a,+b,—L+L

L+ L # +00 F o0

Dim.
Caso i: {an} e {b,} convergono (cioe¢ L,L' € R) <
{an, — L} e {b, — L'} sono infinitesime

= (an—L)+ (bp— L)} ={(an+b,) — (L+ L")} &
infinitesima < a,, + b, — L + L’

Caso 1i: {a,} converge, {b,} diverge (ciot L € R e

L' = +00) = {a,} limitata = {a, + b,} diverge
Teo. Liomid na

Caso_uit: {an} e {b,} divergono (cioe L = +oo e

L’ = +0). Consideriamo il caso L = L' = +oo0.

1



(

'V
mli

an , Vn>m

=VM>0dn e N : (

kbnz%, Vn>m
= ap+b, >M,Vn>m = a,+b, = +00




SUCCESSIONI IN FORMA DI
POTENZA

Proposizione 1. Siano {a,} e {b,} due successioni
numeriche, con a,, > 0, Vn € N. Supponiamo che

lim a,=L¢€[0,+00] e lim b,=L €R.

n——+00 n—r—+00

Allora:

1. lim af{szL/, se L €]0,+o0[, L' € R,

N-—-+00
s €ll, 4+oo|, L' = 400,
L = L’ €}0

2  lim a/qb{L:—l—OO, se { —I_OO7 E] 7+Ooja
n—-+o0o LE]O,l[, L/—_——OO,

\L:O, L E[-— oo,O[,

¥ €ll, +oo[, L' = —0,

L= L' €] - 0

3. hm afl;,,n:O, se < ‘I"OO; E[ o0, [7
n—+00 L €]0,1], L' = +o0,

L=0, L' €0,+].

\

1



Vo(élR,Vx>o : x“:e“eof}x] (X:Qm
— L ez b

m

La verifica delle relazioni di limite precedente si basa
su:

|. L'identita|a?r = ¢bnlogan (an, >0, Vn € N);

n

Il. Le proprieta seguenti:

Proposizione 2. Se {c,} & una successione tale che
cn >0,VneNe lim ¢, =L €[0,400], allora:

n—-+oo

(log L, se L €10, +o0],
lim loge, =< 400, se L =400,
M=r a0
—o00, se L =0. (Cm,"" O‘m)

\

Proposizione 3. Se {c,} & una successione tale che

lim ¢, =L €R, allora:
n— 400

(el se LeR,

?

lim e =<{ 400, se L =400,

n—-+oo O L .
; se = —0.

2




[l limite lim a presenta:
n——+400

1. La forma indeterminata 0, quando lim a, =0 |
n—>-+00

lim b, =0; Y (270, Vm.)
I'L—_')“_i_go—' o = /Qum. /eoa,fl. - Qo0
" — 00

2. La forma indeterminata +oc’, quando lim a, =
n—+00

+oo e lim b, =0;

n——+oo

3. La forma indeterminata 1+°°, quando 11m an, =1
n—-+oo

e lim b, = *+o0.
n—-oo

,Q,k“n—e m 2030,

Net cant 1,2,3, bmeo;a.m presembo. Lo

_ io‘cma Amoletormimalta. 0. (200)
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