52 Successioni

ESEMPI: 1)|a, = n, a, = n! , a, = n"|sono diver-
genti positivamente (basta notare che a,, > n per cui
dato M > 0 basta prendere il primo intero maggiore o
uguale a M...); ¥M>0 dm =m_elN: m,, > M. QuimdL

M
2)|an, =n® (a > O)| e divergente positivamente; Vm,z,lm.M )
3) (—1)™ & oscillante; O,m>/mzrm.M>/M
4) (—n)™ = (—1)"n"™ ¢ oscillante.
5) Sia q € R.
(1 seq=1; ¢ emle
P n_<0 se [q| < 1; imPimibestma
notool T Y 400 se ¢ > 1; Ol.l;'tfcn.grem.te [os.
( non esiste se ¢ < —1. oscllambe

Il primo caso e ovvio; il secondo & gia stato dimostrato;
per il terzo si osserva che (%)” ¢ infinitesima perche

0 < t < 1. Infine, ¢" = (—1)" non ammette limite

q
perche vale alternativamente +1 e —1; analogamente,
se ¢ < —1, 1 termini ¢" sono alternativamente positivi

e negativi e |¢"| — +o00, quindi ¢" non ammette limite.
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INTORNI IN R

Def. Un insieme I C R si dice intorno di z € R, se

>0: [z-gz+egl L.

(x_Egg,g e & |u-x|g e)

VxeRee>0, [z—¢g,2+¢€| € un intervallo di centro
x, non ridotto al solo punto .

-t X xX4E

- — *
Esempi ‘-?_:———' T >IR
1. I =[—1,1] & un intervallo di centro x = 0.
 — o — —b
2 0 % 1

Quindi & intorno di = 0, poiché contiene (&) un
mtervallo di centro x = 0 non ridotto ad un punto.

E anche un intorno di z = 2, poiché contiene un in-

tervallo di centro x = % non ridotto ad un punto, per

esempio l'intervallo [0,1] = [5 — &,2 +¢] (con e = 3).




-1 1 2.3
2. I =[-1,1U2,3 T/ td—>

NON & un intervallo.
E un intorno di z = 0 (contiene l'intervallo [—1,1}).
NON e un intorno di £ = 2: non contiene alcun

intervallo di centro 2.




50 Successioni

Def| Intorno di z € R: ogni insieme che contiene un
intervallo, non ridotto ad un punto, di centro z.

| Proposizional {an} C R, L € R. Allora a,, = L<=V
intornoI di L 3m € N : VYn > m si ha a,, € 1.

Dim. Sia a, — L. Fissiamo I intorno di L. Allora
de > 0: |L — x| < e=z € I. Per def. di limite dm €
N :Vn>m |a, — L| <¢, quindi a, € I.

Viceversa: si prende [ = {z: |L —z| < ¢e}. Allora
an € I<=la, — L| <e. ]

ESEMPIO (IMPORTANTE): Sia z € R con |z| < 1,

allora 7 — 0 {x™} € Ampimitesima., por [oc[<1)

Dim. Datochel/(n+1) —0,siame&N: Vn>m

si ha

1
<1-—|z|
=i
Quind;i S et LS
uindi per n > m, |z| <1 - = . Sia ora
g ntl n+l
C = m|x|™. Proviamo per induzione che
C
z|” < — Vn > m.
n
Infatti per n = m si ha un’identita. Supposto che

lz|™ < C'/n si ha

C C C
5| = |z < 5= € —— = .
n n+1 n n+1
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Def.| (INTORNI DI 400 E —00)
Gli intorni di +00 sono i sottoinsiemi di R il cui com-

plementare € sup. limitato; gli intorni di —oco sono i
sottoinsiemi di R il cui complementare € inf. limitato.

o I dimbovno di Loo <= IM>0 . IR\IQ]_oo,M[
&> IM>0: [H,,0[cT
o L imbotmooll oo <= IM>0: lR\IQ]-H,,mo[
£>_3M>0 ; J..oo,..M_].C_-I

ESEMPI:

L. R\ {0}, {z€R:z?> 2} sono intorni di di 400 e

—00; co > -'=—:’¢_ - =
2.]—00,0[, R\ N sono intorni di —oo; _ ¥ "

3. [1,+00[ & intorno di +o00; ¥M >0, [M,.i.w[e“.im':otww ol +o¢
4.R\ Z non ¢ intorno né di +o0o né di —oo. (lR\[H,.;.oo[:]-oo,M

Def. | Sia {a,} una successione reale e I € R. Allora,

hgn an =L (scriveremo anche a,, — L)

<~=|Vintorno I di L 3Im € N: Vn > m an € 1.

OSSERVAZIONE: grazie alla definizione di intorno dj
+00 e —00 si ha che:
an — 400 (risp. —o00) in R equivale a dire che

{an} & positivamente divergente (risp. negativamente

divergente).
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Confronti asintotici

Date due succesioni {a,}, {b,}, entrambe diver-

genti o infinitesime, vogliamo stabilire quale delle due

tende piu rapidamente all’infinito o a zero.
Consideriamo il limite del loro rapporto, suppo-
nendo b, # 0 da un certo indice in poi. Si possono

verificare quattro casi:

0, A

. ap  JleR,l#0, B
n«gr—fr—loo ?); N :l:OO, C
non esiste, D

Caso 1f (successioni divergenti):

lim a, = +oo, lim b, = +o00
n——+oo n—-+oo

Diciamo che:

(1) {an}éun infinito di ORDINE INFERIORE a a{bn}

se vale 4; (D, divoge memo welocemente di bm,)
(2) {an} e {bn} sono infiniti dello STESSO ORDINE

se vale B; ( Dy, € D, dumcgmw comn €o Hensa Uaeou.ba)
(3) {an} € un infinito di ORDINE SUPERIORE a

{bn} se vale C; (Qm divewe fui velocememte di bm_)
(4) {an} e {bn} NON sono CONFRONTABILI se vale

D. (a, e b Kauuvw velodla™ mom wn{fnomto.%t&)




(0 A
LeR, £+0 B
>+ ® Om mon esiste D

\

Caso 2|(successioni infinitesime):

lim a, = lim b, =0
- n—+400 n—-+00

Diciamo che:
(1) {an} € un infinitesimo di ORDINE SUPERIORE

a {bn} se vale 4; (M temole o 0 Juik velocemnemle di Don
(2) {an} e {b.} sono infinitesimi dello STESSO OR-

DINE se vale B; (a,.-,-., e by, temdony a 0 com 2a thbba.VEQm.tCE
(3) {an} € un infinitesimo di ORDINE INFERIORE

a {bn} se vale C; (,Q,m temde .0 0 memo veloemembe dt bm)
(4) {an} e {bn} NON sono CONFRONTABILI se vale

L. (,a,m e bm hammy vedouta~ mom com(?mmta,f:{&‘ )

) Qp,
lim — = 1_,
n—-4oo bn

allora {an } e {bn} si dicono ASINTOTICHE e si scrive

A ~ b,

Se




56 Successioni

Limiti notevoli

loe?
1. lim ogn:O, Va > 0,0 € R;

n—-+oo N

2 lim =0, Va>1lacR,;

e
n—-+oo qn
a™

3 . ipn =0, VaeR:
n—+o0 n!
|
4 Bl e 2= 0,

n—-+o00 N

L

Questi limiti permettono di confrontare le velocitd con
cui tendono all’infinito logaritmi, potenze, esponenziali,

n! e n™, ciog

n™ ¢ un infinito di ordine superiore a n!;
n! € un infinito di ordine superiore a a”,Va > 1:
a™ e un infinito di ordine superiore a n®, Voo > 0,a > 1;

n® & un infinito di ordine superiore a log® n, Vo, 8 > 0.




