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SUCCESSIONI NUMERICHE

Def.| Una successione ¢ una funzione

f:N—R. <7‘£ {m.ell\l: m?M}—)lR)

Indichiamo f(n) con a, e la successione con {an,}.

a, ¢ elemento n-esimo della successione {ay, }.
(valore m-esimo)
ALCUNE SUCCESSIONI IMPORTANTI.

1) 11 fattoriale di n (o n fattoriale):

00=1, VneN@n+1)l=(n+1)n!|

ovvero (p.es.sen > 3):n!l=1-2-3---(n—1)-n.
Quindi: 11 =1, 21 =2, 3! =6, 4! = 24, ...

2) I coefficienti binomialsi.
Siano k,n € N,0 < k < n. Allora:

() = =

Esempi. (1) =1,(g) = 1, () =n. (o) = 1, (5) = 10.

3) Il simbolo di somma (0 sommatoria): data una suc-

cessione {a,} definiamo:

n+1 n

0
E ar = aop, E ag = E ax + Ap+t1-



LIMITE DI SUCCESSIONI

L'operazione di limite consente di rispondere in forma
rigorosa alla domanda “Come si comportano i valori
dt una successione {a,}, al crescere dell’indice n?”

=5

. 2"+ 1
Esemp|0: An = W, n = O,].,...
m |0 [1 |2 3 4 5 6 7 8 9 c-+ 400

Qm |1 |0.75 [0.63 |0.5625 |0.5313]0.5156{0.5078 [0.50390.502 |0.501 |- « -L.=0,5
| QL] [05 |0.25 [0.13 0.0625 |0.0313{0.0156 | 0.0078 |0.0039|0.002 |0.001 | —> O

Qualitativamente: | valori a,, si “avvicinano” in modo
“progressivo” al “valore limite" L = 0.5.

Def. {a,} converge ad L € R, quando:
Ve>0 dm.eN:Vn>m., |a,—L|<ce¢.

L si dice limite della successione {a,}, € si scrive

lim a, = L oppure a,, - L, n — +00.
n—-+oo



LIMITE DI SUCCESSIONI

L'operazione di limite consente di rispondere in forma
rigorosa alla domanda “Come si comportano i valori
dit una successione {a,}, al crescere dell’indice n?”

] 2" 4+ 1
Esempio: a,, = TR =01,
m |0 |1 2 3 4 5 6 7 8 9 + 0O

Qm (1 0.750.63 |0.5625]0.5313[0.51560.5078 [0.5039/0.502 |0.501 |-« -L=0,§
|a, L] [0.5]0.25 [0.13 |0.0625 |0.0313]0.01560.0078 |0.0039(0.002 |0.001 | —> O

Qualitativamente: | valori a,, si “avvicinano” in modo
“progressivo” al “valore limite” L = 0.5.

x, 4€lR

—_— e ). x‘%)x’z%

%
““WLokove & . s.—ul=
ovoltyrs  Spowiman. [x-y]

Def. {a,} converge ad L € R, quando:

o <y

Ve>0 dm.eN:Vn>me, |a,—L|<Lce.

L si dice limite della successione {a,}, e si scrive

lim a, = L oppure a,, > L, n— +00.
n——+00



LIMITE DI SUCCESSIONI

L'operazione di limite consente di rispondere in forma
rigorosa alla domanda “Come si comportano i valori
di una successione {a,}, al crescere dell’indice n?”

X 2" +1
Esempio: a,, = = U
m jo |1 |2 4 5 6 7 8 9 c-r 400

Qm, (1 [0.75 [0.63 [|0.5625 |0.5313]0.5156|0.5078 [0.5039]0.502 [0.501 | - - -L=0,§
| L] |0.5 [0.25 |0.13 ||0.0625 |0.0313{0.0156 | 0.0078 |0.0039[0.002 |0.001 | — O

“W/D"Y-&”mvmwo’ lﬂ.,n—L]SEJi “rogfio. di tofLeranvra
Appreorimomds’ | e £ eveone. |o, ~L|
“Lomn -
Qualitativamente: | valori a,, si “avvicinano” in modo
“progressivo’ al “valore limite” L = 0.5.

%, yelR
> - 2
i Y Kty X2
m;, oppowimonz. | x-Y|=
AL e Yy-x, 7<-<lé,

Def. {a,} converge ad L € R, quando:
Ve>0 dIm.eN: Vn>me, |a,—L| <e.

L si dice limite della successione {a, }, e si scrive

lim a, = L oppure a, -+ L, n = +00.
n—+00



LIMITE DI SUCCESSIONI

L'operazione di limite consente di rispondere in forma
rigorosa alla domanda “Come si comportano i valori
di una successione {a,}, al crescere dell’indice n?”

=

Esempio: aq, =

m |0 |1 2 3 4 5 7 8 9 + 0O
Qm |1 0.75 |0.63 [0.5625 |0.5313]0.5156)0.5078 [0.5039/0.502 |0.501 |- - -L=0,5
l a,m;-L} 0.5]0.25 |0.13 |0.0625 |0.0313 0.0156'0.0078 0.0039/0.002 |0.001 |—> 0

A
“ovte” ommens’ |am~L]< 0,01
Approrwimonds’ L A
“Lon Q- p
Qualitativamente: | valori a,, si “avvicinano” in modo
_progressivo” al "valore limite” L = 0.5.

x, 4e&lR
> % y
x Y. -y, x> g—
“\Lokoue
" A0, ‘7C— =
Lyolto ﬁpn ‘j'l Y%, X<y

Def. {a,} converge ad L € R, quando:
Ve>0 dIm.eN: Vn>m., |a,—L| <e.

L si dice limite della successione {a,}, e si scrive

lim a, = L oppure a,, - L, n — +00.
n—+00



LIMITE DI SUCCESSIONI

L'operazione di limite consente di rispondere in forma
rigorosa alla domanda “Come si comportano i valori
di una successione {a,}, al crescere dell’indice n ?”

. 2"41
Esempio: a,, = TR 0,1,
mofr 2@ [« 5 [6 |7 [8 Jo [--+00

Qm |1 |0.75 |0.63 [|0.5625|0.5313|0.5156|0.5078 |0.5039/0.502 |0.501 |- - -L=0,6
fo, —L][0:5]0.25 |0.13 | 0.0625 |0.0313|0.0156]0.0078 |0.0039|0.002 |0.001 | —> O

/ b B -_ _'_- rs
W ULOTE ? Commerto’ ' Qo L , 59_)1_ “fooa,&,q, ot tollerama,
Apreorsimomdo’ L por £’ erveore. [0-L|
LoM Do,

Qualitativamente: | valori a,, si “avvicinano” in modo
“progressivo” al “valore limite" L = 0.5.

x,yelR

“v‘qﬁo‘é % > l , r)(_"%) X—?ﬁ,
LOAMNOU%. X - 1

enatio’ 2 ﬁpx Y d-'x-, e

Def. {a,} converge ad L € R, quando

, > GUe commeno

Aoqlia. di toblexamna. defimibive = —BPPeodsimamal.
Ve>0 3meeN :[Vn>me](an—LD<E: Lo

L si dice limite della successione {a,}, e si scrive

" lim a, = L oppure a,, > L, n — +oo.
n—-4o00




Interpretazione grafica di lim a, =L
n—-+oo

Ve>0 dIm.eN: Vn>m.,| la,—L| <e.[(1)

L-€ go,sL+E

Osservazioni:

e L'intero m. dipende dalla soglia € prefissata (tipica-
mente, tanto piu piccolo & €, tanto piu grande dovra
essere M)

e Non e restrittivo limitarsi a verificare la condizione
(1) soltanto per tutti gli € minori o uguali ad una
prefissata soglia €9 >0 (sufficientemente piccola)




Interpretazione grafica di lim a, =_L
n—-+oo

Ye>0 Im.eN: Vnz2m.| |a, -L| <e.](1)

L+¢€ . o .

L - e — e e = - = o
l-¢ - i

o4 % 8 4 B

Osservazioni:

e L'intero m. dipende dalla soglia £ prefissata (tipica-
mente, tanto piu piccolo € €, tanto piu grande dovra
essere m,)

e Non e restrittivo limitarsi a verificare la condizione
(1) soltanto per tutti gli € minori o uguali ad una
prefissata soglia €9 >0(sufficientemente piccola)




Verifica formale del limite: 1 = —
ifica a i ) _1)5{100 ST ;

Dobbiamo verificare che

2"+1 1
2n+1 _i\és

Ve>0dm.eN: Vn>m,

Fissato un ¢ > 0 arbitrario, consideriamo la
disuguaglianza finale

241 1
on+1 _5‘ SE. (2)

Obiettivo: determinare un intero m, € N tale che
per tutti gli interi n > my la disuguaglianza (2) sia

verificata.
Strategia: “risolviamo” la (2) rispetto ad n:

B 1
o 2n+1

" 41— 2n
2n+1

2" 4+1 1
an+1 H§|S£ d

<e

1 1 1
<:>2"+12—<:>n—|—1210g2—<:>n210g2 1.

£ £ £



Indichiamo con m, un numero intero positivo tale che:

1
me > log2-g — 1

(un tale numero m,. € N esiste certamente, poiché R
e un campo Archimedeo), allora

on 1 1
ontl 9

VanE =

Dunque l'intero m,, definito come sopra, ci permette
di conseguire |'obiettivo preposto. Data |'arbitrarie-
ta dell’e prefissato nel ragionamento, quanto precede

dimostra la validita del limite.



48 Successioni

Limiti di successioni

Def) Sia {a,} C R; essa ¢ infinitesima quando

Ve>03ImeN: Vn>m |an| <g; —L=0

essa converge a L € R quando {a, — L} ¢ infinitesima:

‘VL§>OE|rr%€N: ‘v’nzrrk lan, — L| <e.

NOTAZIONE{ a,, — L.|

Def. Se a,, — L allora L viene chiamato il limite della

successione {a, }, e si denota con uno dei simboli

lim a,, lim a, lim a,.
n n— 00 n——+00




Successioni 49

3
ESEMPIO: { (—1)"%} ¢ infinitesima: fissato € > 0

3
per I’Archimedeita di R Zm € N : m > 55 Ovvero
£
3
— < g, per cui, se n > m
2m

Teorema.| (UNICITA) a, — L, a, — L'=—L =L’

Dim. Per la definizione di limite valgono entrambe le

condizioni:
% Ve>03dmeN: Vn>m, lan, — L| <&;

* V§>03méEN: Vn>m! la,— L' <g;

&
Allora, Vn > max{'nz, m} |an —L| <g, lan —L'[ <€
Allora

IL—-L'| =|L—-ap+a,—L'| <|L—ay|+l|a,— L' < 2e.

Questo dice che deve essere |L—L'| = 0, ovvero L = L'.

[]



50 Successioni

Def. Intorno di x € R: ogni insieme che contiene un
intervallo, non ridotto ad un punto, di centro x.

Proposizioned{a,} C R, L € R. Allora a,, — L<=V
intorno I di L 4m € N : Vn > m si ha a,, € 1.

Dim. Sia a,, — L. Fissiamo I intorno di L. Allora
de > 0: |L —z| < e==x € I. Per def. di limite Im €
N :Vn >m |a, — L| < ¢, quindi a,, € I.

Viceversa: si prende I = {z: |L — x| < ¢}. Allora
a, € [<=|a, — L| <. []

ESEMPIQ (IMPORTANTE): Sia @ € R con |z| < 1,
allora 2™ — 0. ({x™} € dmpimitesimo. , per [oc[<1)

Dim. Dato che 1/(n+1) - 0,stam €N : Vn>m

si ha

L1
—_— w .
n+1 "~
Quindi >m, o] <1— — L Si
uindi per n > m, |z| <1-— = . Sia ora
= - n+1 n+1
C = m|z|™. Proviamo per induzione che
C
z|™" < — Vn > m.
n
Infatti per n = m si ha un’identita. Supposto che
lz|™ < C'/n si ha
C C C
2" = lele] < ol < — T = ——
n n+l n n+l
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Dunque |z|™ & infinitesima. = ﬂf'-élH 2 O
OSSERVAZIONE: se {a, } & infinitesima em)nl < Clay], Vm. 2,

allora anche {b,} ¢ infinitesima.

SUCCESSIONI DIVERGENTI O OSCILLANTI

Def.| {a,} si dice divergente positivamente se ¢, . .= gMm

VM>03mM€N: Vann an > M.

{an} si dice divergente negativamentese £, : Qm = -m*

V_]_\_/[>OE|mMeN: Vnzmn an < —M.

{an} si dice oscillante o indeterminata se non & né

convergente né divergente.

OSSERVAZIONE:

Sia a, # 0 Vn, allora

@ se an, > 0, {a,} & divergente positivamente <= {i}

¢ infinitesima;

@ se an, < 0, {a,} & divergente negativamente <

{i} & infinitesima.

3 se ay>0, {amf v lortiv. = {O'EL} div. posibia

e [6>O

D Se. A,m>0 , {a,m,} o, Pooétw. :‘;’{O“E'-:a..{s} -Lrnapwu_t
e p<O .
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