NUMERI COMPLESSI: DA RAC

L'equazione algebrica

2+1=0

NON ammette soluzioni in R. Infatti:

r————

VzeR z2+1>0.

Pilu in generale, I'equazione algebrica di 20 grado

Laxz—l—bx—l—c———o,-

con a,b,c € R (a # 0) tali che A = b% — 4ac < 0
NON ammette soluzioni reali. Infatti:

az’+bx+c>0, sea>0
VreR:

ax’+br+c <0, sea <0
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NUMERI COMPLESSI

Def. | L’insieme dei numeri complessi C & identificabile
con R? dotato delle operazioni di somma e prodotto
definite da

ASSE IMMAGINARID

(a,b) + (a',b") = (a+d',b+ 1) \A PIRNO b1
(a,b) - (¢, d) = (ac — bd, ad + be) GROSS
bl .., (e,b)
Teorema |(C, +, ) & un campo. !
| _ o] V.3 1>
oLo “zero” & dato da (0,0); I’“uno” da (1,0). ASSE REALE

o l’opposto di (a,b) & (—a, —b).
o L’inverso di (a,b) # (0,0) &

a ==h
((a2 + b2)’ (a? —}—b2))'

]
OSSERVAZIONE: se z,y € R

(3;7 O) t (y,O) = (33 T Y, 0)7 (.’E, 0) . (ya O) = (xyao)

quindi x +— (z, 0) rappresenta un isomorfismo di campi
tra {(a,b) € C:b =0} e R. DORA IN POI: identi-
ficheremo questi due insiemi, ovvero ogni numero = €
R con (z,0) € C. In questo senso: R C C.

A

(x,0)
>

R | 7\)-“___-_—/,/
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Def. | Unita immaginaria i = (0,1). Notare che si ha
i* =1 4=(0,1)-(0,1) = (~1,0) = —1.

Si ha ib = (0,1) - (b,0) = (0,b), per cui (a,b) = (a,0) +
(0,b) = a + ib (forma_algebrica). Possiamo dire quindi
*C e I'insieme dei punti della forma a +b con a,b € R

e %= —1

Se z = r+ 1y € C allora definiamo A

Rez=2xceR "Imz=yecR g;![mmh—-f Z

3.

parte realé e parte immaaoginaria di 2). '
(parte realé e p . b x:Rez

NOTA: per effettuare calcoli algebrici su C basta usare
la forma algebrica e le regole dell’algebra con in piu

i = —1; da ricordare inoltre che

(z +iy)(z —iy) = 2 —i*y* = 2® + ¢°.

ESEMPIOQ: trovare l'inverso di z = 1 + .
[ (1 —1) I e A |

== —q_.

1+i (+9)0 -9 2 2

(Q,.l.ib). (C+ Ld.) = QAC ¢4 CQd.{- CbC+ (*bd =

=(«QC_ bd,).,_ L(ad..;. ’DC)
~— \\_w_,_J
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ESEMP10: Consideriamo ’equazione di secondo grado
az® + bz + ¢ =0 con A = b? — 4ac < 0. Allora le due

radici di tale equazione sono:

~b+iv-A —b—iv/—A
20 2a
Infatti 22 223,
— = i . ~~
b, .v—A b, v—A
el =a ((" %) 2 )( ot )

b.o o—A bz b*  —b%+dac
ol g0 7h) <ol e L

=az® + bz +c.

a2% b2y C=0 & (%-2)(2-2%,)=0 (0£0)

& =2, ¥ 2=1,

Se A=b* Laczo, Ae robunons du

azi, bZ+C:O AN :

—b:p\’ A 'dM«bO&JnCOrm realy dinkimle
»e A >0

o nofusz. nealc coimacd.. se A=0

Z

1,8 =

in
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niltovtamo e VALORE AsSOLTO di 2 Il

32
Def.[ 1l complesso coniugato di 2 = z + iy € C & il
numero . A ‘
_E:w—zy:Rez—iIsz
, - —m ——% 2
ESEMPI: 1) 2 =3+ 44, Z = 3 — 41; !
2) 2 =5—6i, =5+ 6. ez
_va\in..--* i
OPERAZIONI CON I, CONIUGATO
z1 T 29 = 71 & 23,
21" Rg = %1 22,
= l=71
Ca 242
z2+zZ=2Rez, = Rez =
z—2z2=2Imz, = Tmz = 1_.:1—
9'.
z-Z=(Re2)?+ (Imz2)?, E
2 =7
Z=z=zecR
A
Def.| Il modulo di z = x + iy € C & il numero A Z=w4ly
12771 '
|
2| = Vz 7= \/x? + 32 o  x—
4 ,2>0
NB Se 2zelR = |2)=Vz.2-V z22=
2, 2O



Coordinate Polari nel Piano

oo’ detfe ¢ e dofla nemmixetto,
OP, o, memo’ di mulbinlt di 2T

: o
o= 2 Stp=0(P= 0), &elR quobaiont.

url:{o, £, 4T, |

* (0, V) = (p\V)e=p= /0’ =0o0(p=p ed—1 € 2nZ)

e RD. POLARL
.{m__:ﬁc%ﬁ Qoum@edJ,pa&a%wdaﬂﬂecoo D.
Yy = psingd - 0 COORD. CARTESIANE A
ESEMPI: 1) per (—2,0) si h 9=m & 2@@‘ e
: 1) per (—2,0) sihap=2e ¥ =m; R :
2) per (0,5) si ha p=5, ¥ = Z; | Pk“*‘io
o $=
3) per (—1,—1) 81hap—\/— = 2 47r (09 =—2m..);
4) le coord. polari p = £, ¥ = —577 corrispondono a
(0, 3). A
e,
f: ﬁ 9’=U/ ) b=6 "‘-\ ;
) < 3) [
) i 2 G=—3 25t _sn
f: \ri : g
(-*"r‘l) P
- %P o
Ly b=-S lie=ty
N
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Forma Trigonometrica dei Numeri Complessi

Se (z,y) € R? ha coord. polari (p,7), allora e =2 =fM&
Imz=y= prmb
z=ux+ 1y = p(cos + isin V)
i (M"B'.p CD’S‘&:‘D

(forma trigonometrica del numero complesso z).

NOTAZIONE: p = |z| modulo di z; (f: \) x2+ ]d})

% argomento di z; piu precisamente
Arg z = {9 € R: 2 = |z|(cos ¥ + isin®)}

ESEMPL: 1. Arg(0) = R,
2. Arg(2i) = T +27Z = {Z +2kr : k € Z},

>

Vale I
Z| = |2],

N
|2
7 = ,le >

0

|E 3



FUNZIONE ESPONENZIALE

e: costante di Nepero (e =2,718281...)

e’ :=inf{e?: ¢€Q, ¢>z}, VzeR

Def. La funzione esponenziale é&:

f:R— R
z— f(x) = e*

Proprieta fondamentali

1. Vz,y € R: €% . ¢e¥ = =1V

2. VzeR: e* >0

3. <y = e” < eY (ciot la funzione esponenziale &
monotona strettamente crescente in R)

Conseguenze di 1:
4, e . e =0 =1
5. (e")"=¢€e", Vz €R VYneN
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Esponenziale Complesso

Problema: definire e* € C, con z € C, in modo
coerente con le proprieta delle potenze.

Def.| Per z = z + iy € C, si pone

e = e"™°#(cos(Im z) +isin(Im z)) = e (cos y+isiny).

ESEMPI: N.B. Per 2-%,(0-= xe\R e 6(4...1.0)..

Ly erapommmafe
e3=%) — e3(cos(—-1) + ¢sin(—1)) = 63(cos 1 —isinl);  im L0.mpo’
™ — (cos(2m) + isin(2m)) = 1 ]
e'™ = e%(cos(n) + isin(7)) = —1,

OVVero el +1=0.

Dalla definizione di esponenziale complesso segue
la FORMULA di EULERO, valida per ogni ¥ € R:

Za b Lg )=} et? = cosﬁ—kz'sim?.—‘l

Dalla formula di Eulero segue che:

ei? L o~ . oi0 _ o—i¥
cos ¥ = : sin ¥ = , .
2 . 21
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Teorema.| e*! . %2 = #1722 %tmdz in C BQ, P‘LOTDu.e[O, 5 anto Q
del® 'epomemiale reale.

Dim. Siano zy = a + b, 23 = ¢+ 1d.

Z1

e - e* = ee“(cos b+ isinb)(cosd + i sin d)

= A (cos b cos d—sin bsin d+i(cos bsin d+sin b cos d)

e FORHULE D)

= /a+c o b d b d) e‘l

i ((OS( ey R Eg ) ABDIZIONE PER
— glato)+i(b+d) _ elatib)+(ctid) _ e?1t72. Sim E CO%

OSSERVAZIONTI:

e & =i

v el =e™r =3 e%0, V2eC

o |e¥=1 | VeelR [NB]ImC mon Ra
hemro dixe eZ>0

o senc N vale (e*)" = e™?, I Re* NON ¢ ¢ um
¢ el = eP2&=21 — 29 € 27, WdMﬂﬂ.’O’
me im R

ciod UL L :{Q,‘I’Cik, ke7z_}

gZt2kmt _ o2 Ve C, VkeZ.

In altre parole, esponenziale complesso & periodico di
I 3 P

periodo 27s. A : :
% &4 L4TC i
. N.B.| o Puastiome |
4 2+2,TC(, 4 S
S di variabife sceale
- y &
| X 2o XL——e~ NoN e
Bt Pen.ioddca. im IR L]



PERIODICITA DELL ESPONENZIALE

N C
Z = )(,_,_Llé,

Z 4 AKTIL = )(.+/(;(g,_+2kﬂ)

Z4 KT "
C =C (@é(g{‘.p-?/kff).f.LAL'M(g_,.Qk )):'

— C’,x(Co’bg{_ + A:/AC(YLg_)z ez

/

i e cob  PERIOBICHE ((Pervodlo : 21r)
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37
Funzioni trigonometriche Vze C -
| ok
Def. | Dato z € C, si pone VALE IN C: Am Z+Co)2E=i
sine = mle — e | | conz = Sfe¥ ]
| ] - Ak 2

(formule di Fulero). Si verificano le usuali proprieta per

seno e coseno complessi. N.B. Pen 2& IR i nibrovamo Le
MON vAaLE : 1< Am2, 02l

Forma esponenziale

ton

pim e (od (m campo xeafe
(FormuLe b1 EuLero).

Dalla forma trigonometrica di z € C e dalla formula di

BEulero € = cosd +isind segue

— p=13
: behyz

detta forma esponenziale di z € C.

OSSERVAZIONE. La forma esponenziale ¢ molto co-
moda per i conti: se z; = p1e'¥1 e 2y = pye’?2, allora

2123 = p1pgeP117?)

)
L e B_l_e’i(i‘/’l —92)

- )
29 P2

(Zl)n ey ’0717_,61'71191.

__ESEMPIO:
(140)® = (v/2e19)8 = (1/2)%27™ = 82" = 8(—i) = —8i
ﬁ)‘ P 144 A -
gL =30
&: o \
(ry,

0 lre=8

-8B
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Radice n-esima di un numero complesso (me]N ’ m.>/1)

Def:] w € C e una radice n-esima di z € C se w™ = 2.

Dato
z = pe'?,
allora, al variaredi k =0,...,n—1, gli@numeri com-
plessi wy dati da k=0 b= &
9+ 2k o
. s

wg = e, = 1/p, </5k=“"'";§""“ k=t = +Tl’
S tutti radici n-esi di z.
sono tu -1 'la ici n-esime di z s d ¢ = 9+2(m..1}Tf'

Infatti m

,w'lr;, - (Wei(0+2k7r)/n)n = pei(ﬂ—l-?_}gzr‘) - peiﬁ - o

rTeoremaJ Ogni numero complesso non nullo ha esat-
tamente n radici n-esime distinte.

Nel piano complesso, le radici sono i vertici di un

poligono regolare di n lati inscritto nel cerchio di cen-

tro 0 e raggio r. Ogni radice si ottiene dalla prece-
dente moltiplicando per e2™*/™ cio& con una rotazione

di 27 /n. W
/ /\1 ks ((YL:S)

7 v oar N

/ b)) \ " A\%

%L Q/ 4o | ”
. \ r o
\ - __):\
"% ;
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Radice n-esima di un numero complesso (melN, m,>/2)

De(’.] w € C e una radice n-esima di z € C se w" = 2.

Dato
z = pe'?,
allora, al variare di k = 0,...,n -1, gli@numeri com-
plessi wy dati da k=0. b= &
v+ 2k L,
. 7
wy = re'?, r = {/p, O = ———— k=4 - 4939'-}-9.17
n - : 1 m
sono tuttl radici n-esime di z. Kamd: & .= '9+9(m.,1)11'
i » n-1A 7
Infatti m

i =,

-~

’LUZ” il (Wez‘(19+2k;7r)/n)n P pei(ﬂ—lngﬁr_) = pe

l_’l“édremé.] Ogni numero complesso non nullo ha esat-

tamente n radici n-esime distinte.

Nel piano complesso, le radici sono i vertici di un

poligono regolare di n lati inscritto nel cerchio di cen-
tro 0 e raggio 7. Ogni radice si ottiene dalla prece-
dente moltiplicando per e27%/"_ ciog con una rotazione
di 27 /n.




Estrazione di radice in C: un esempio

Determiniamo le radici cubiche di z = —8 in C.
Forma trigonometrica/esponenziale di —8:
A
z = —8 = 8(cos 7 + isin ) = 8e'™ . S
2=-8 iy
e In R, —8 ha una radice cubica: — ——
” 8

® w =r(cos¢ + isinp) = re*® & una radice cubica di
—8 se e solo se:

w3 =8e!™ & 33 — geim &

,),.3:8 7":%:2
) -
3o=7+2kn, keZ




Le uniche radici cubiche distinte sono:

k=0: z0=2(cosg+z'si_n§r)=2ei§=1+z’\/§
k=1: z1==2(cos7r+z'sin7r)=2e‘“=@

9 ¥ :
k=23 z2=2(cos-§~r-+isin§?—?):Qeﬁf:—_l—z\@

v



Le uniche radici cubiche distinte sono:

k=0: zg= 2((:05-—72-!—231113)1‘.* 2% = 1+zx/_

3
k=1: 2z =2(cosm +isinm) = 2" =@
5
b2 e i) 25 w11




Risolubilita delle equazioni algebriche in C. Casi
particolari

1) L'equazione di 2° grado con discriminante
negativo e coefficienti reali:

P(z)=az*+bz+c=0, conA:-bQ—4ac<0,-

ammette in C due soluzioni complesse coniugate:

_ —b+iV/-A _—b—i/-A
21 = y R2 = = 21
2a 2a

2) Le radici n—me complesse di un numero w € C
diverso da zero, con m intero > 2, sono i numeri
complessi z tali che 2™ = w, cioé sono soluzionsi
dell’equazione algebrica di grado n

P(z)=2"—w=0.

Come ¢ noto, tali radici sono n numeri complessi

distinti.
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Polinomi in campo complesso

Def. | Si dice polinomio in una wvariabile la funzione

P : C+ C data da

P(2) = apnz™ + p-12" 1+ ...+ a12+ ag, ()

dove ag, a1, . ..,a, sono numeri complessi assegnati detti

coefficienti del polinomio.

Se a, # 0, allora si dice che il polinomio ¢ di grado n.

Si chiama radice di P ogni numero complesso w tale
che P(w) = 0. (cco€ w € aroluwriome del® ’ecimm&
P(z)= 0)

Proposizione.| (Principio di identita dei polinomi)

Siano P e () due polinomi: essi sono uguali (nel senso
dell’'uguaglianza tra funzioni) se e solo se sono uguali i
coefficienti delle potenze omologhe dei due.
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ffl?(eoretrlam] Sia w una radice del polinomio P, di grado

n. Allora _esiste un unico polinomio () di grado n — 1

tale che

P(z) = (z —w)Q(z), Vz e C.

N.B. Now vale

_ rIeoruer.na_} (Leorema fondamentale dell’Algebra) i IR, I
Ogni polinomio ha (in C) almeno una radice.

ES : +‘| =0

| i IR non Ao
ICorollario 1 Ogni_polinomio ha (in C) esattamente  ygelel |
tante.radici quanto & il  grado e si pud fattonzzare come Z =+ L hONO

prodotto 73 K.QL%LGM;
| . C €.
P(z) = an(z —wi)(z — wg)...(z—wn_)_,l O'TYLP

dove wy, ws, ..., wy, sono le radici.

Dim. Sia P il polinomio, dato da (*x). Per il teorema
fondamentale, esiste almeno una radice w; € C; per il
teorema, precedente allora P(z) = (z —w1)Q1(2 ), dove
Q1 & un polinomio di grado n — 1 (unico). Apphccmdo
a ()1 lo stesso ragionamento si trovano ws € C e un
(unico) polinomio Q5 di grado n — 2 tali che Ql( ) =
(2 —wy)Q2(2) da cui

P(z) = (z — wi) (2 — w3)Qa(2).
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‘Procedendo cosi n volte si trovano n radici w;, i =
l,...,n, e un polinomio di grado 0 (costante) K, tali

che

P(z) = K(z —w1)(z —ws) ... (2 — wy).

Per il principio di identita dei polinomi, K = a,,. [

Osservazione. Le radici di cui al Corollario possono
non essere tutte distinte. Se raggruppiamo le radici in

modo da mettere in una stessa classe tutte quelle uguali
fra loro e denotiamo con p; (molteplicita) il numero di
elementi della classe contenente la radice r;, troviamo
che, se r{,7rs,.. , 74 sono le radici distinte, la somma

TR S S T valen gradodi P. P(2)=Q (i l“)P'" 3. pd)f"d

SSEMPI: 1) 2241 = (2 - )(z—l—z) (21 = 4, 22 = —1);
2) 22+ 22 =202+ 1) =2 2-2(z— i)z +1) (21 =

Zg = 23 = 0, 24 =1, 25 = —i. 0 ha molteplicita 3).

Osserv, P {Lo(funomw' di gmdo*rn,
weC radiee di P ( Aw)=0) |
W ho moﬂep&,ata n & P2) = (2 - “?HQ(Z)
ULE\H)’(S}L\ ) s QUU?#O |
(Q 110?@011\4’3 d Q. m._)-9
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Proposizione.| Si consideri un polinomio a coefficienti

reali. Se w e una radice (non reale), anche W & una

radice, con la stessa molteplicita. In particolare, se il

grado del polinomio ¢ dispari, vi € almeno una radice

ale. : 30 - 3 nadicl kel
reale. p d.l._f'_,gg_t-,ﬂ' coeﬂ.tmlﬂ. = {'4‘ naolice. ,f@ee (e Qeomp?.eoW-)

Dim. Se il polinomio P ha coefficienti reali, si verifica
facilmente che P(Z) = P(z), per ogni z € C. Se w &
una radice, allora 0 = P(w) = P(w) = P(w), dunque

anche W e una radice. Circa la molteplicita, poiché le
radici non reali devono viaggiare in coppia, e il totale

delle radici (contate con la loro molteplicita) deve dare
- 1l grado del polinomio, se vi sono solo radici non reali,
allora il grado & pari. | []

Corollario.|Se P ¢ a coeff. in R, allora P si puo scri-

vere come prodotto di fattori a coeff. reali di grado

non superiore a 2 (Basta notare che (z — a)(z — &) =

(z— Rea—ilma)(z— Rea+ilma) = ((z— Rea)?+

(Im cz)2>.= 2 Q(PLP. OL).?: +\(ﬁ.€ 0()24. (Iﬂnd;)'z
IR AR |
P(z): Do (2-¢4). (2-Cp) 2-0,)(2-00,)... (2 ) (-0

~ e & N —

Es. Plg=2_2*p 2.4
adiel: 1, £C P2)=(2)(2-1)(2+9)=(21) (231
e



