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Def.

FUNZIONI CONVESSE

A C R? & un insieme convesso se ¥V a,b € A il

segmento che li congiunge é tutto contenuto in A.
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[Def. | J & convessa <= Epi(f) ¢ un insieme convesso

f & concava <= — f & convessa
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goneava, <= A
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153 Funzioni convesse

[ € convessa <= Va1, 22 € I il segmento che congiunge
(1, f(z1)) e (z2, f(z2)) & al di sopra del grafico di f
(=) |

/ € strettamente convessa <= Vx1,x9 € I il segmento
che congiunge (x1, f(x1)) e (z2, f(x2)) & strettamente
al di sopra del grafico di f (>)

convessa Strettamente convessa

Il segmento che congiunge (x1, f(x1)) e (z2, f(x2)) ha

equazioni parametriche (v y )_(x‘ f(xy)‘
11 31 = ) )
xy = (1 —t)xy + txo X,
{yt = (1 =) f(z1) + tf(x2) Fold

(x»pff‘-l)ﬂxg, ,.)

con t € [0, 1].
J & convessa <=y > f(x;) Vitel0,1]
J & strettamente convessa <=y, > f(xz;) Vt €]0,1]
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FUNZIONI CONVESSE/CONCAVE
E RETTA TANGENTE

Teorema. Una funzione [ :a,b[— R, derivabile
in |a,b[, & convessa (concava) in |a,b] se e solo se
Vo €|a, b| si ha che il grafico di f si mantiene in tutto
Ja, b sopra (sotto) la sua retta tangente in (zo, f(zo)),
Ciog:

f(z) 2 f(@o) + f(@0)(= = o)

S ————————————

(f(z) < f(xo) + f'(mo)(x — x0)), Vz €la,bl.

A .
'J»(.x) ‘3, Comuenso,
Flto) + (xa) (x <m Ja, b[




FUNZIONI CONVESSE/CONCAVE
E RETTA TANGENTE

Teorema. Una funzione f :la,b[— R, derivabile
in |a,b[, & convessa (concava) in |a,b[ se e solo se
Vo €]a, b] si ha che il grafico di f si mantiene in tutto
Ja, b sopra (sotto) la sua retta tangente in (z, f(zg)),
Ciog:

Se 6P e comueha
e derivalrife £m
la, b[ e he i‘(xo)zo
QP,EO‘tq,

309> (o), Vela,
(ccoc,‘ x, c“qo.uml:o' ol
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157 Fungzioni convesse

OSSERVAZIONE: Sia xy un punto stazionario. Allora

f(x) > f(xg) Vz # xo quindi z¢ = 1]r£11br[1f( x)

cioé xy & un punto di minimo assoluto.

Teorema) Sia f :|a, b|— R derivabile. Allora,

(1) f convessa (concava) <= f’ crescente (decre-

(2) se f e derivabile due volte allora
f convessa (concava) <= f"(z) >0 (f"(z)<0)
Vz €la, bl.

Dim.

(1) <z <z2<y rf(a,z) <rf(y,z) <rf(z2,v)
72— = flz) <rf(y,z) <rf(z,y)

n—y = fl(z)<rfy,z) < f'(y).

Il viceversa segue dal teorema del valor medio.

(2) segue da (1). []
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ESEMPI:

1) f(x) =a”, dove a >0, a # 1.
Allora f'(z) = a®loga e f"(z) = a®*(loga)? >0 V.
Quindi f e strettamente convessa.

2) f(z) =log,xz,dovea >0, a#1ex>0.

ii
Allora f'(x) = TTosa e f''(x) = P loga’

Quindise 0 <a <1 loga<0 f’(x)>0Vx>0e
f ¢ strettamente convessa.

Sea>1 loga>0 f"(z) <0Vz>0e fe¢stretta-
mente concava.

3) f(x) =z%,dovea e Rex > 0.
Allora f"(z) = a(a — 1)z*2.
Quindise a < 0oa>1 f’(x) >0Vr >0e f ¢

€

strettamente convessa.

Se0 <a<1 f’z)<0Vzr>0e festrettamente
concava. o
Sea=0 flz)=1,sea=1 f(x)=xcioe f e sia

convessa che concava. }
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159 Funzionl convesse

Siano f :Ja,b|— R e xy €|a,b|. Sia f derivabile in zg

oppure tale che f'(x¢) = +o0.

Det.| zq & punto di flesso per f se esiste un intorno de-
stro di 2y nel quale f & convessa (concava) ed esiste un
intorno sinistro di zy nel quale f & concava (convessa).

T feomo . ta.mgemte {
N L ; | RN
v . , :
(fe&b‘\o’ a
\———" tams.
= ;'—' e T - >
conc conv - cOonc I cony conc cony

Se esiste f(xg) allora f”(xg) = O.
La condizione € necessaria -ma non sufficiente.

e ——

ESEMPIO: f(z) = z* Si ha f/(0) = f”(0) =0 e
xo = 0 € punto di minimo, non di flesso.




