PROPRIETA DEGLI “o PICCOLO”

Si riportano qui alcune proprieta degli “o piccolo”, utili
nel calcolo dei limiti di funzione attraverso gli sviluppi
di Taylor.

In tutte le formule che seguono, si suppone:

T — To, xo€R.
1. Vh,k €0, +o0[, h < k:
f@=o(z-2z)¥) = fl&)=o0((z—m0)"),

In particolare: (z — 20)* = o ((z — zo)") ;

2. Vh,k €|0,4o00]:

o ((z — 20)")+o ((x — 70)*) = 0 ((a: - xo)min{h’k}) ;
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3. Vh,k € [0,+00]:
(x — xo)h . 0 ((g; - xo)k) — 0 ((a: _ xo)h—}-k) ’

o ((x — z0)") -0 ((z — z0)*) = 0 ((x — o) tF) ;

4. YV h,k € [0,400]:

(o(z — :z:o)k)h =o((z— xo)k’h) ;

5. Vee R\ {0}, Vk € [0,+o0:

c-o((z—x0)*) =o((z—x0)*) ,

%) (c- (x — xo)k) =0 ((a: — azo)k) :

6. Vk € [0,4o00[:

o ((z — z0)* + 0 ((z — 20)*)) = 0 ((z — z0)") .
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Analoghe formule valgono per x — +00, quando le
quantita del tipo o((x — x()¥) sono sostituite da quan-
titd del tipo o(z™%) con k € [0, +oo[. Abbiamo quindi
per xr — +00:

7. Vh,k€|0,+o00[, h < k:
fa)=o(™) = f@=ol).
In particolare: 7% =0 (z™") ;

8. Vh,k e |[0,+00[:

o(z™™ +o(z7%) =0 <x—min{h,k}) :

9. Vh,k € [0, +o0[:



10. Vh,k € [0, +00l:
(o(z™))" = 0 (a*) ;

11. Ve e R\ {0}, V& € [0, +o0:

CcC-0 (a:_k) =0 (x—’“) ;

12. Vk € [0, +o0[:

0 (a:_k + o0 (a:_k)) =0 (a:_k) :

Formule analoghe alle 7 — 12 valgono per x — —o0,
se tutte le quantitd o(z~%), con k € [0, 4o00[, sono
sostituite dalle quantitd o((—z)7%).



I limite dell’esponente (ricordando il limite fondamen-
tale di siny/y e I’esempio 1)) vale

: 1 ‘sindx\ 3 5 oy 1 3
xﬁ%ié‘ﬁlog( 37 )U%&(“ﬁx (@ ))ZFZ_ 4

Dunque il nostro limite vale e=3/4.

3) Calcoliamo il polinomio di Taylor di ordine 6 in 0
della funzione -

f(z) = log(1 + 2*) — 22 cos z.

Ricordiamo che

1 1
log(l+2) =2 — 5:/:2 + §z3 + 0(2%)
e che ] { |
| 21__.~,2 e 4
COS T 5% +24:1: + o(x*®)
per cui
| 2 2 14 16, &
log(l+z*) =1z ~ 5 —I—gsc + o(z”)
e anche
1 1
z?cosz = 2% — ~x* + =25 1 0(z5).
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Il limite dell’esponente (ricordando il limite fondamen-

tale di siny/y e 'esempio 1)) vale

: 1 sindz\ . 3 5 0y 1 3
Ji%uz—m‘ik’g( 3 )—x%(—f +o(e?)) 5 =~

Dungque il nostro limite vale e ~3/4.

3) Calcoliamo il polinomio di Taylor di ordine 6 in 0

della funzione

f(z) = log(1 + z*) — 2° cos z.

Ricordiamo che

1 1
log(1+2)=2z— =2+ 2% + 0(2®) 4¢— 2=yt

2 3
e che " i
cosz=1— —2~:r:2 + 2—4x4 + o(z*)
per cui
2 2o L4 1g ' g
log(l+z*) == — 5 +§x + o(z®)
e anche
2 o 1,4, 1 ¢ 6
T cosx =z2° — =z + —x° + o(z°).
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Il limite dell’esponente (ricordando il limite fondamen-
tale di siny/y e 'esempio 1)) vale

1 sin 3z \ 3 - ; 1 3
o | = B (__,2 2)._2*._,
m£1»0+ 22 log( 3z ) x—l»Of "2 g 212 4

Dunque il nostro limite vale e~3/4.

3) Calcoliamo il polinomio di Taylor di ordine 6 in 0

della funzione

f(z) = log(1 + z*) — z° cos z.

Ricordiamo che

1 1
log(l42) =2z — -2—z2 +- §z3 + 0(2%)

e che

1 1
cosz =1— =z° + —z* + o(z?)

2 24
per cui
1 1
X‘)C"' log(l + 11’,'2) =2 — 5.’174 = -3“336 = 0($6)
e anche
r?cosxy = x% — —x* + 16 + o(z")
2 24 ‘




Il limite dell’esponente (ricordando il limite fondamen-

tale di siny/y e Pesempio 1)) vale

_ sin3z\ B 5, ity . B
i, pmon (757 = i, (5o 4o g = -5

Dunque il nostro limite vale e ~3/4,

3) Calcoliamo il polinomio di Taylor di ordine 6 in 0

della funzione

f(z) =log(l + z*) — x* cos .

Ricordiamo che

1 1
log(l14+2)=2— §z2 + §z3 + o(2?)
e che : i
cosz =1— 5:132 + —2—4334 + o(z*)
per cul
2 o _ 14, L6, g
log(14+2z*) == — 5% —|—§az + o(x°)
e anche
- | z°cosa = 32— 1334 -+ ixG + o(x®).
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Quindi si ha

e dunque

T® f(z) = (31— - i)xﬁ =: —1336.

4) Calcoliamo il limite

2 —1 2
I = lim 2oC0sz og(l+x )

z—0+ 722 tan(x*)

Ricordando che

tan x4 tan - Y
1 = 1 == . ————— q
il_% o };13% - s, "5) tamu ~
e el -—>77¢—9'tww%"'m
il limite ¢ uguale a
~v :" 766
. z*cosz —log(1 + z?) per % -0
lim ;
x— 0+ 71136

Per I’esempio 3) si ha quindi

1, 7 1
= lim — (— g6 6)) — _
L= lim 7x6( 5 To®)) 24



QUALCHE APPLICAZIONE DEGLI
SVILUPPI DI TAYLOR NEL CALCOLO
DI LIMITI

Esercizio 1. Si calcoli il limite

2 sin (e“’z — 1 — xz)
11:1_1;% 3zt

A priori il limite presenta la forma indeterminata 8. So-

o . : 2
stituiamo alla funzione f(z) = 2sin (ew —1-— xz) un

suo sviluppo di Taylor con centro in g = 0. Ponendo
nella formula

2
ey=1+y+%+0(y2), y—0,

y = x* (si osservi che y = 2 — 0 quando =z — 0)
otteniamo

4

e“’2:1—|—x2—|—%—|—0(w‘4), r— 0,



da cui si trova che

2174

f(z) = 2sin (7 + 0(x4)) , 1t —0.

Ponendo nella formula di Taylor
sinz=2z4o0(z), z—0,

Z = %4 + o(z*) (si osservi che z — 0 quando x — 0),
otteniamo
o(clt)
4 (/A X
f(ib‘) =2 (? + 0(334) + o0 (? 3 0(564)))

La formula precedente fornisce lo sviluppo di Taylor di
ordine 4 della funzione f(x) con centro in ¢ = 0.
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Usando tale formula nel calcolo del limite si ha

) 2sin (em2 —1-— ac2) = ot 4 0(x4)
xliﬁ) 3334 o wli)I%) 3;[34
(0] 334
= lim = —.
x—0 3.’1,'4 3



Esercizio 2. Determinare al variare di o € R il limite

) 1 1
lim 6n“{cos——1+—] .
n—ro00 n 27’2,2

Ponendo nella formula di Taylor

y?
cosy=1—r+7r+0(yY), y—0,

_ 1 (ci noti _ 1 - bt
y = = (si noti che y = = — 0 per n — 00), si ottiene

1_1 1 1 1
cosﬁ— _2—17,2+m+0 1) n — +00,

da cui si deduce che

1 14 1 1 + 1
coS — — = ol —
n 2n2  4In4 n4

1 1 1
= Into [ — ¥ paaa —
= (1—{—4.72, o(n4)) e n — +00.
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Esercizio 2. Determinare al variare di o € R il limite

1 1
lim 6n%(cos——1+ —| .
Nn—>00 n 27@2

Ponendo nella formula di Taylor

2 4

cosy:l—%Jr%JrO(y‘l), y — 0,

y = = (si noti che y = = — 0 per n — 00), si ottiene

S S 1
COSE_ —W—Fm—]—O F 5 n—>—|—oo,

da cui si deduce che

1 m 1 1 4 1
cos — — — ol —
n 2n2  4ln n4

1 1 . 1
= nto = |} ~ — —
= (1 +H4!'n"o (n4 ) v n — +0o0.
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Utilizzando la valutazione asintotica precedente nel
calcolo del limite troviamo

1 1 6n%
lim 6n®|{cos—— 14+ — | = lim ik
n— o0 n 2?12

(—I—oo, sea>4,
,na—4 1
— i = £ — =
Ll S <4, sea =14,
kO, sea<4.



SVILUPPI DI TAYLOR NEL CALCOLO
DEI LIMITI DI FUNZIONE

Negli sviluppi di Taylor € importante riportare sempre il resto!
- . = . . _— ——————
Consideriamo il limite:

22 [log(1 + z + 3z?) — 7]
lim :

z—0  3(sinhz? — sin® )

Effettuando la sostituzione y = z* (si ha y — 0 quando
x — 0) nella formula di Taylor

3
Sinhy=y+%+0(y4), y—0,
e usando anche
3
sina::x—y—l—o(:c‘l), x— 0,



otteniamo per il denominatore lo sviluppo

3(sinh 22 — sin” z)

:3(3:2—|—%E+0(a:8)—($——+ o(z ))2)

& (25) Aﬁ)
=8 (7 +'5 +0(z%) —2F - 2+ & +0(a?))

= z%* +o(z°) = 2% + o(z?), = —0.

Questa formula ci dice che il denominatore tende a

zero come un |nf|n|te5|mo di ordine 4 (il denominatore
“tende a zero come z* per x — 0"); pertanto, nel-
lo sviluppo di Taylor che sostituiremo al numeratore,

dovremo progredire nella sequenza delle potenze di =
almeno fino allo stesso ordine 4.

Nel numeratore, facciamo uso della formula di Taylor

log(l+2)=24+0(2), z—0, (1)

con z = = + 3z°. Se nella formula che si ricava
effettuando in (1) la sostituzione predetta non ri-
portiamo il resto, otterremmo per il numeratore la
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otteniamo per il denominatore lo sviluppo

3(sinh 22 — sin® z)

=3 (2 + £ +0o(s®) - (5 - 5 + o(z%))?)

L (5) -0’(1'.5)
_\3/@;,/{—% 3,—|—o(:c /2;/2/ +\8\ + o(x ))

=zt +o(z°) =z + o(z*), = —0.

Questa formula ci dice che il denominatore tende a
zero come un infinitesimo di ordine 4 (il denominatore
“tende a zero come Tt per z = 0"); pertanto, nel-

dovremo progredlre_neIIa___§e;q_ue_n_za delle potenze di z
almeno fino allo stesso ordine 4.
Nel numeratore, facciamo uso della formula di Taylor

log(l+2) =z+0), 2—0, (1)

con z = x + 3z%2.  Se nella formula che si ricava
effettuando in (1) la sostituzione predetta non ri-
portiamo il resto, otterremmo per il numeratore la
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rappresentazione
z? [log(1 + z + 32?) — z]| = 2? [z + 322 — 2]
=3z*, z—0.
Questo potrebbe erroneamente indurre a ritenere che
che il numeratore della funzione “tende a zero come

3z* per x — 0". Se invece facciamo uso della formula
di Taylor (1) comprensiva del suo resto, abbiamo:

z? [log(1 + z + 3z?) — z]

= z? |z + 3z + o(z + 3z?) — x|

=22 (322 + o(z)| = 3z* + o(z®), z—0.

Questa formula evidenzia il fatto che ci siamo fermati
ad un ordine troppo basso nello sviluppo di Taylor (1)
per la funzione log(1+ z); infatti il resto che interviene
nella rappresentazione predetta & soltanto trascurabile
rispetto ad x> (per z — 0): in particolare, tale resto
potrebbe contenere un termine infinitesimo di ordine
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rappresentazione
z? [log(1 + z + 32?) — z] = 2? [z + 322 — 7]
=3z%, z—-0.
Questo potrebbe erroneamente indurre a ritenere che

che il numeratore della funzione “tende a zero come
3z* per z — 0". Se invece facciamo uso della formula

di Taylor (1) comprensiva del suo resto, abbiamo:

z? [log(1 + z + 3z?) — 7]

= 22 |z + 32% + o(z + 32?) — x|

= 22 322 + o(z)] :3w4—|—, z — 0.

Questa formula evidenzia il fatto che ci siamo fermati
ad un ordine troppo basso nello sviluppo di Taylor (1)
per la funzione log(1+ 2); infatti il resto che interviene

nella rappresentazione predetta & soltanto trascurabile
rispetto ad z° (per £ — 0): in particolare, tale resto

potrebbe contenere un termine infinitesimo di ordine
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4.
Dobbiamo pertanto ritornare allo sviluppo di Taylor per
log(1 + z), progredendo ad un ordine successivo:

2

log(l—l—z)——-z—%—i—o(zZ), z—0.

Sostituendo nuovamente z = = + 3x2 otteniamo:
z? [log(1 + = + 32?) — 7]

= 22 322 — 3(z + 322)? + o((z + 32%)?)]
L (x?)
279 )

= 22 [32? — 52 = 2o — 32> + o(z?)]

=2z + o(z?), z—0.

Come si deduce dalla formula precedente, il numeratore
della funzione di cui dobbiamo calcolare il limite “tende

a zero per z — 0 come 2z*".
In conclusione, ricaviamo che il limite da calcolarsi
diventa: 8 A

.3z +o(z") 5

lim = = -

z—0 x4+ o(zt) 2
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ﬁ : I —s> R, T imbormoole o
ESEMPIO (Criterio della derivata n-esima). Sia f

n volte derivabile in a, e supponiamo che
fa) = 7@ (a) == Fm YD) = 0.

Il Teorema sui polinomi di Taylor ci assicura che f si
comporta allora come f(™(a)(z —a)™ nel senso che

*(n) TORHULA DI
£2) = 7a) + E D@ 0 olz — 0] o e

RESTO DI PEANO
: (m) . o[ Z —a)® m
a.'()c)j?to,):(éz m& ).|. (Et_a_))“’l)(x_a—)

Riom. & o(x -a)™ :w

PERHANENZA  )(m) -
DEL SEGNo GE ()20 = e

& d'v" EL-{ f)O : ,Q,(L(A.;.é

M_M; ('Z. ._a.)m>0 --@C_O;)fvl‘J
pen O<|x -o.l(g ]

<0  Aa-bf<x¢ a

Dunque se n & pari e f(™(a) < 0 si ha un punto di
massimo relativo per f in a; se m & pari e f™(a) >0
si ha un punto di minimo relativo per f in a.

Se n & dispari e f(™(a) < 0 f & strettamente de-
crescente in un intorno di a; se n & dispari e (™ (a) >0

[ e strettainente crescoute in un intorno di a.




FORHMULA b)) TAYLOR - PEANO
X = ! = %
Bl = e+ () (=) 2L (x-2)
o) '
a 3 e
) (n-afs o 2L )

-1
(®)(a n "
+ a@ ”:!'» ) (x,_Q) +,O’('x,_.a)




FORHDLA d TAYLOR - PEANO

o) =da) 47 T e M{x—a«)%

TR 2 TR

& 39(:50’) (x_.Q) s ,O’(x..a)m'

potEss = §'(a)= #W(a)=... =" Ya)=0



Il resto di Lagrange nella formula di Taylor

Sia f n + 1 volte derivabile in un intervallo [ e a € 1.
Allora usando il Teorema di Cauchy si dimostra che se

z € 1, esiste ¢ €la, x| tale che si ha

[
(n+ 1)!

(z —a)™t!

2

fla) =15 f(z) +

ovvero il resto della formula di Taylor si pud esprimere

nella forma (detta di Lagrange)

NOTA : )Pcn, m=0

| (n+1)
2oy | T2gg=gce

= TEOREHA bl LASRANGE

Possiamo finalmente calcolare la somma di alcune serie
notevoli che abbiamo gid enunciato in precedenza.

ESEMPI: 1) Consideriamo f(z) = e®. Allora la formula
di Taylor con il resto di Lagrange diventa (per a = 0)




