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POLINOMI DI TAYLOR E CALCOLO DI LIMITI

i == = ETE e re—m ey

Sia f :Jzg — 6,20+ 6[— R (§ > 0) tale che:

li_>m f(z) =0 ([ infinitesima per x — ).
T—rT

Supponiamo anche f derivabile infinite volte in zg, in
modo che Vn € N, con n > 1, valga la formula

FORHVLA

b1 TAYR (@)= (20) 4/ (o) (e = wo) + 5o — a0 )
PEANO I 17(!@@ —20)" + o((z — mo)™).

Nelle ipotesi precedenti si ha f(zq) = 0, quindi (1) si
riduce a:

(@) = f(0)(x — mo) + L8202 — )2
—I—---+f(“n;(!x—0)(x—:co)”—l—0((x —x0)") .

(2)

e Supponiamo che f/(zg) # 0: (2) si riduce a

f(x) = f'(z0)(x — z0) + o(x — x0)

= f(z) ~ f(wo)(x —x0), =z — 0.



POLINOMI DI TAYLOR E CALCOLO Di LIMITI

Sia f :]xzg —d, 20 + 6[— R (6 > 0) tale che:

xligclo f(z) =0 (f infinitesima per z — zg) .

Supponiamo anche f derivabile infinite volte in zg, in
modo che Vn € N, con n > 1, valga la formula

:loﬁrlluY!I.gR f(z)= N—l—f (xo)(x—x0)+f e 0)(:17—:1:0)2
PEANO ok ( O)(QS‘ ) O((CE—mO) )

Nelle ipotesi precedenti si ha f(zg) = 0, quindi (1) si
riduce a:

(1)

f(z) = f'(0)(z — o) + 89 (g — g)?

e Supponiamo che f'(xg) # 0: (2) si riduce a

f(z) = f'(zo)(z — o) + o(z — @)

= f(x) ~ f(zo)(x —20), z— zg.



POLINOMI DI TAYLOR E CALCOLO DI LIMITI

—— e e e S —

Sia f :]xo — 0,20 + §[— R (§ > 0) tale che:

lim f(z) =0 (f infinitesima per z — xg).
T—TQ

Supponiamo anche f derivabile infinite volte in zq, in
modo che Vn € N, con n > 1, valga la formula

cTavor f(@)=F(20)+ /(30) (7 — m0) LG (1 — 12

(n) (4
PEANG o E8 (o — 20)™ + o((2 ~ 20)™)

(1)

Nelle ipotesi precedenti si ha f(zg) = 0, quindi (1) s
riduce a: o (%% o)

f(z) = f(wo)(ﬂf—xo)Jrff(m
oo L0 pve ol —20)"),

(2)

o§upponiamo_che f’(a’?g} # 0: (2) si E'lﬁuc?ecoa’

f(z) = f'(z0)(z — z0) + oz — 20)

= f(z) ~ f'(zo)(@ — m0), = — 0.



POLINOMI DI TAYLOR E CALCOLO DI LIMITI

—— —— - —_—

e e —

Sia f :]zg — 0,20 + §[— R (J > 0) tale che:

lim f(z) =0 (f infinitesima per x — zg).
rT—T(

Supponiamo anche f derivabile infinite volte in zg, in
modo che Vn € N, con n > 1, valga la formula

o AV /(2= 0)+f (0)(@ o) + L s —
PEANO +- -+f<ow — 20)" + o((z — 20)™).

Nelle ipotesi precedenti si ha f(2q) = 0, quindi (1) si
riduce a:

f(z) = (o) (z — mo) + L0 (5 — )2

(n) | (2)
o+ 20 (5 0)™ o+ o((z — o)™
e Supponiamo che f'(zg) # 0 12) si riduce a
fz) =(f(z0)(z — zq)' —0
\ x>

2'0ta) e = 20) \J' (0 (3 - 2¢,)




POLINOMI DI TAYLOR E CALCOLO DI LIMITI

e e ——

Sia f:]zg — 6,20+ 6[— R (§ > 0) tale che:

lim f(z) =0 (f infinitesima per  — ).
T—IQ

Supponiamo anche f derivabile infinite volte in zg, in
modo che Vn € N, con n > 1, valga la formula

o TAYOR /(2= (20) 4 (a0)(@ — 0)+ L0 — )
PEANO ot £ ( 0)( — xo)" + 0((:6 —xz0)") .
Nelle ipotesi precedenti si ha f(zg) = 0, quindi (1) s
riduce a:
§l3) \3) f(xo 0 ] — o) + £ (x 0)<x — 2p)? )
L () _ n
_Slﬁl(x-x 2 +g_(“~)/ +0((:U 70)™) .

0'(2 - 2g)% - %)
0(‘»-.)0‘} Supponiamo che f( :z:o )O: (2) si r?' e ax")

f(x) = f(zo)(x — 30) + oz — o)

= f(SC) ~ f/(x0>(£l? — @o) s % = G .

e 2(t)=0 e P'(e)s0




® Supponiamo ora f'(zo) = 0 e f"(zg) # 0: (2) si
riduce a -

f(z) = i gfo)(fﬂ — 20)° + o((z — 20)?)

= f(x) ~ fﬁ;!x())(x —20)%, x— 0.

® Su?poﬂiamo, in generale, che f/(zg) = ... =
fn— )(xo) =0e f(”)(xo) # 0: (2) si riduce a

(n) (o
F@) = L0 0 gy o — )
() (g
= f(z) ~ / n(’ )(x—azo)”, T — X

Conclusione: il primo termine non nullo (con coeffi-
ciente diverso da zero) nello sviluppo di Taylor di f
con centro in xy determina |'ordine di infinitesimo
di f (rispetto all'infinitesimo campione (z — o)) _per_
r — XQ.




e Supponiamo ora f'(zg) = 0 e f"(zo) # 0: (2) si

riduce a

® Su?poniamo, in generale, che f'(zg) = ... =
FmD(zo) =0 e F)(zg) # 0: (2) si riduce a

(n) (7
F@) =225 o)t of(@ — o))
() (5
> f@) ~ L2 gy, 2

Conclusione: il primo termine non nullo (con coeffi-
ciente diverso da zero) nello sviluppo di Taylor di f
con centro in xg determina |'ordine di infinitesimo
di f (rispetto all"infinitesimo campione (z — x)) per_
q= Zo.




Supponiamo ora di dover calcolare un limite del tipo:

1@
50 9(z)

con f,g :Jxo — &, x0 + 6[— R (6 > 0) infinitamente
derivabili in g e tali che

lim f(z)= lim g(z) =0

r—x( T—IQ

(cosi che in particolare f(zo) = g(xo) = 0).
Dagli sviluppi di Taylor di f e g con centro in xg, si
determinano gli ordini di infinitesimo di f e di g per

z — xo (rispetto a (z — o))
Supponendo che per h,k € N con h,k > 1 si abbia

F(a0) = £(w0) = -+ = FBD(zg) =0,
g (xg) = 9" (x9) == g(k_l)(xo) —0

e che le prime derivate non nulle di f e di g In xg
siano f(M)(zq) e g*)(zq) rispettivamente, ricaviamo in

rile ———U (=g (2= %)

3(“) = .ﬂ(ki!(xo)(x - xo)k.;. o'(x-‘)co)k




particolare che

f(m) g I(h;('LCO) (33 = IBo)h, r — Zo,
(
g(CB) ™~ gk;( )(33"330)]69 T —r X0,

da cui si deduce che

FM (@) R
T G = (z — 20)
T—xg g(x) T—xo g k(!mO)(x _ aﬁo)k

k! f(h)(ﬂ?‘o) lim (CU —

— )h—k .
h! g(k) (170) T—T()

(0 re RSk
N GO IS
4| 3}.’:)(%,)



L’operazione che associa ad una funzione f n-volte

derivabile in un punto a il suo polinomio di Taylor di

ordine n viene indicata con il simbolo T3. Per lo piu
avremo a che fare con a = 0, nel qual caso ci “dimen-

ticheremo” dell’indice 0.

Per esempio:

. 0 0 0 22

T(exp)—e +1x+§x +§x —1+x+7+—
0 —sin0 —cos 0
Ty (sin) = sin0 + ik o A
1! - 2! 3!
sin0 , %>
zt=x— —.
4! 6

OSSERVAZIONE IMPORTANTE (per il calcolo):

| 1) 10 £9) =TPF £ T7g;
| 2) TR (fg) = TH(TDf - Trg);
 3) TG (go f) =T (Tfg 0 Ty f).

DT
Vee R

chéﬁ

—

Notare che se P ¢ polinomio in (z—a), allora l’operazione

I corrisponde a “troncare” P al grado n. Infatti si

_EQ: P@J: 4+3(%-0,)3.}?(1,_@)5_‘40(1_“)6

Ta (P)(0) = 14 3 (x-a)*




Polinomi di Taylor elementari

(da imparare A MEMORIA, e da verificare calcolando
le derivate in 0)

ok
1™ (exp)(z) = Z N I Sy &, - i

=1 AT mr
772”’ 4 N o gi2n41 U (‘])k 2k
A (COb) (fl) == (.(_3()3) (q L - _L- y _ 16
. k=0 (21")! ) 2' Lll Z—'.
27 =0, k,.2k+1
T (sin) () = T2+ *(sin)(z) = L (=1)% =x___+ x?
im0 (2k+ 1) 5
| ® (1) k+1 .k
1 (log(1 + x)) = Z (=1)""a =N = x"_l_ _3(_._?_ _9_5-_'_* LAY
=k T e o
2n+1 (—1)%gp2k+1 3 1
i (arctan)(z) = Z (2k Y =2 X x5 +. ’__’_(_.,)‘"x,ﬂtn-l-
k=0 3 S 2m 44

A =2)™) =) Tak=dy g x%y ., am
k=0
m
(A2 =14 azy (ZIJ)‘ xty 2E-1)@-9

T
3 oot

" 0([“-.4)(&-2) (o(_(m_,l))
3

Nipx =(14%)%

T2 = 1 2(2) 24,4y _4x®
§ ()= T4dyxs 2o Zxt=1yox L



.&( ®)= eod(x)
£1()= - min()
$"(%)= - cor(x)

£M0c) = Atim ()

Ho)=1
#'(e)= o
£1(0)= -
1"(0)=0



2. 4(x)= car(x)

Tﬂm. " i 4(’1} OL h
() Z;—_ | h(! %

PYa()= e (x) Ploei(o)= 1
f/@dzé' ()() =_ M’m(x) iv(o)za(u(c,}: O
V'(x.)% n(x)_ — Cod(x) gv:(o)za(,,,( T

iv"( }__,(;III( 7(_) A‘UYL(:}(,) #V"(O);J m(O) -0



1. J()=e”
T74(e)=3 EoLx!
K=0 )

LW () = e £®00)=1 Vi

2. 4(x)= eo(x)

im a. k 8k
Tt = Vo) ol %
#( g—; T @z,@?{;@w!

%(n).—.— o) (%) 4(o)=1
4'(¢) = - Mm(x) 2'(o)= 0
£"(2) = — cod(x) £"(0)= 1

$"(%¢) = At (5¢) $"(0o)=0



L 4(x)=e”
Tmi("): Zm_—_ wk,o -
"k

= e” £%(0)=1 Vi
2. (x)= ea(x)
Timé(x = o frrch),(oj_x — " x
/ g) R 0y ZL- (ak)!

()= ead(x) 4(o)=1
4'() = - Mm(x) d'(e)=0
$"() = - cor(x) §'(9)=-1
£"(2¢) = At (3¢) $"(0)=0

TEE ) =T 8
% Fsi= T Pinfa (a%¥] s



FORMULE DI TAYLOR DELLE
FUNZIONI IPERBOLICHE

Ricordiamo che le funzioni iperboliche sinh e cosh sono
definite come

. p x —x
simha::6 26 COSh:E:e_;e , VreR.

Ricordiamo che il polinomio di Taylor di grado n € N
e centro 0 della funzione esponenziale f,(x) = e* &
dato da

2 333 n

n x i
T™(f4)(®) = L+ @+ o g7+

Sostituendo —x al posto di x nella formula precedente,
otteniamo il polinomio di Taylor di grado n e centro 0

della funzione f_(x) = e™%:

2 3 n
T”(f_)(:c):1—x+%—%+---+(—1)”m—.

Dalla definizione delle funzioni iperboliche, dalle espres-
sioni dei polinomi di Taylor T"(f;.) e T"(f-) e dalla

1




FORMULE DI TAYLOR DELLE
FUNZIONI IPERBOLICHE

Ricordiamo che le funzioni iperboliche sinh e cosh sono

definite come

el - e 7T el + e °*
coshz = 5 , VrelR,

sinh x =

Ricordiamo che il polinomio di Taylor di grado n € N
e centro 0 della funzione esponenziale fi(x) = e* &

dato da

° r? 3 g"
Sostituendo —z al posto di x nella formula precedente,

otteniamo il polinomio di Taylor di grado n e centro 0
della funzione f_(z) = e™%;
2 33.3 nxn

—TM(f)(@) =L+ z+ b g (1)

Dalla definizione delle funzioni iperboliche, dalle espres-
sioni dei polinomi di Taylor T"(f+) e T™(f-) e dalla

1



linearita dell'operazione 1™ che associa ad una fun-
zione f (n volte derivabile in un intorno di 0) il suo
polinomio di Taylor di grado n, ricaviamo ora il po-
linomio di Taylor di grado n della funzione sinh. Si
calcola:

1

T (sinh)(z) = o (T"(f+)(z) = T"(f-)(=))

:%(2x+2§+...+(1—(—1)")%?)

z? (1—(=1)")z"
I T A ST

Osservando che

1= (=1)" = 0, pern p.ari, |
2, per n dispari

per ogni intero £ > 0, si deduce per il polinomio di
Taylor della funzione sinh di grado n = 2k +1 e centro

2



0 I'espressione seguente

k
3 x2l~c—|—1 x2h—{—1

2k+1iqinh oy X —
I (sinh) (@) = a4t AT, 2o (2h+ 1)1

Si osserva che il polinomio di Taylor suddetto coinvolge
soltanto le potenze di x con esponente dispari. Si con-
fronti I'espressione predetta con quella del polinomio di
Taylor di pari grado (e uguale centro 0) della funzione
trigonometrica sin,

.’,133 ) ka—l—l

T2+ (sin)(z) = & — S (—1) 2k 1 1)

x2h—|—1

k
B };)(_Dh(zh N

in cui compaiono esattamente gli stessi termini ma
con segni alternati.

Si osserva anche che il polinomio di Taylor di sinh di
grado 2k 4+ 2 e centro 0, T2k+2(sinh), coincide con
T2k+1(sinh); infatti il coefficiente della potenza di z

3



con esponente 2k 4 2 (come quello di ogni potenza di
= ad esponente pari) che interviene nell'espressione del
polinomio T?**2(sinh) & zero.

Dalle considerazioni predette e dalla formula del Teo-
rema di Taylor-Peano si ricava per la funzione sinh la
seguente formula di Taylor:

k p2h+1 i
sinhz = ; (2h 1 1) + o(z )
. e 2k-+2
- -0, VkE>0
Z(2h+1)!+( ), #=0,

La prima delle uguaglianze predette € conseguenza
diretta del Teorema di Taylor-Peano per il polinomio
di Taylor T%%*1(sinh) di grado 2k + 1 e centro O per
la funzione sinh: la differenza sinh z — T (sinh)(z)
& o(x?t1) per z — 0. La seconda uguaglianza ¢
conseguenza del fatto che T2#+%(sinh) = T%**'(sinh)
(i polinomi di Taylor di sinh contengono solo le potenze
di = ad esponente dispari).

4



Con considerazioni analoghe, ricaviamo ora |'espres-
sione del polinomio di Taylor di grado n e centro 0
della funzione iperbolica cosh. Si calcola:

T (cosh) (@) = 5 (T"(f+)(z) + T(f-)(@))

12 (1+(-1)"™)z"
— 1. ,
i 2! L 2 n!

Osservando che

| 4 (—1)" = 2, pern p'ari, |
0, per n dispari

per ogni intero k > 0, si deduce per il polinomio di
Taylor della funzione cosh di grado n = 2k e centro 0
|'espressione seguente

2h

2 $2k T
- £~ (2R)!

k
2k pa— m—- « o 0
T**(cosh)(z) =1+ 3 + -+ (2%) }?;;

Si osserva che il polinomio di Taylor suddetto coinvolge
soltanto le potenze di x con esponente pari. Si con-

5



fronti ['espressione predetta con quella del polinomio di
Taylor di pari grado (e uguale centro 0) della funzione
trigonometrica cos,

T?*(cos)(z) =1 — x—z +oee (1P z**
2! (2k)!
k . th
- h:O(l) (Qh)! 9

in cul compaiono esattamente gli stessi termini ma
con segni alternati.

Si osserva anche che il polinomio di Taylor di cosh di
grado 2k + 1 e centro 0, T?**!(cosh), coincide con
T2k (cosh); infatti il coefficiente della potenza di 2 con
esponente 2k 4+ 1 (come quello di ogni potenza di x ad
esponente dispari) che interviene nell'espressione del
polinomio T2**1(cosh) & zero.

Dalle considerazioni predette e dalla formula del Teo-
rema di Taylor-Peano si ricava per la funzione cosh la

6



seguente formula di Taylor:

+ o(z?*)

2h

k
:Z ghﬁ—o(az%ﬂ), x—0,Vk>0.
h:O( )

Alle formule precedenti si applicano considerazioni ana-
loghe a quelle relative alla funzione sinh. La pri-
ma uguaglianza & conseguenza diretta del Teorema di
Taylor-Peano per il polinomio di Taylor T?*(cosh) di
grado 2k e centro 0 per la funzione cosh: la dif-
ferenza coshz — T%*(cosh)(z) & o(z**) per z — 0.
La seconda uguaglianza & conseguenza del fatto che
T2?k+1(cosh) = T2*(cosh) (i polinomi di Taylor di cosh
contengono solo le potenze di x ad esponente pari).



Svaceu.ﬁao' o) T:ovg,eot con. cenmbmo
2 =0 CLL

[}

J()= x(eo:s (x’-)J)

2
CON 2 = 4___?_1.,.0/(23) «—— poc 2=X

03t = 4~ LI 4 o(()7)= - 22 4 (%)

Coé(xl)-‘i:_lz_"'_.,.o’(xé)

2(7t)= x [ ad &Lfﬁ))__ X2y o (xé) =
= _.__Q_/___,L cr(x”)



