Insiemi 23

ii) stesso ragionamento;
iii) A = ) = maggioranti = R = supf = —c0
einf =400 [

Intervalli di R

Def.| I C R si dice intervallo quando

Ve,y,2€ R sex,ycl e <z<y alloraze€ I.

Nomenclatura: (a,b € R a < b)
[¢.0] ={z €eR:a <z <b} (intervallo chiuso),
Ja,t)={z € R:a <z <b} (intervallo semiaperto),
[a,b[={zr € R:a <z <b} (intervallo semiaperto),
Ja,t[={x € R:a <z <b} (intervallo aperto).

Esempi: 1) [0,1]={z € R: 0<z<1}={zcR:

nggl}J -—-——Q-q=.==p1 S

2)[0,0] = {z e R: 0<z<0}= {0} 9

3) ] —oo,mr]={z€R: —co<z<nt={z€R:
TC

4) [~o0,+00] = R.

Se [ e intervallo limitato, allora chiamiamo ampiezza

di 1, il numero
supl —inf [

Esempi: 'ampiezza di | -7, 3] & 10; ’ampiezza di [, 7]
e 0.
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Insiemi densi in R

Gli insiemi Q e R \ Q sono densi in R; ovvero:
Vz,y € R tali che z < y, gli insiemi

{zeQ :z<z<yte{zeR\Q : z<2z<y}
° - ¥Lis ; &:
¥ j. (%.);._

sono infiniti. PRI

Cd

x Yy

Def. 1 numer: irrazionali sono gli elementi di R\ Q.

La Proprieta di Archimede

Def. R gode della proprieta di Archimede (o & Archi-

medeo) cioe

dmelN
Ve RIneN : n>uz. _"_LJ Fl S
VxelR

Fquivalentemente: i numeri naturali non costitui-

scono un insieme superiormente limitato di R.
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Il Principio di Induzione

Per ogni n € N sia P,, una proposizione. Supponiamo

che valgano:
i) Py é vera

QVHEN Pn=Fni1 l m
it —_— b4 o ® >
Allora¥Vn € N P, é vera. () m m 4+1

VARIANTE: in Z, a partire da Py, k € Z.
—e & P e >
K KkK#... 0 1 2...

ESEMPI: 1)

2, 1 2" =

Verifichiamo i): 22 = 1 > 0 (vera).

Verifichiamo ii _) 22 > p—p20tl = 2.2 = 2N 42" >
n \">/m

Zn2nil (B =By

Abblamo qumdl dimostrato che Vn € N 2" > n.

2)(per il simbolo ) di sommatoria si veda a pag. 41)

P,: 142+34...+n

Verifichiamo i): P; : —(H—l) (vera). \

SOMMATORIA




Verifichiamo ii). Supponiamo allora che P, sia vera.
Abbiamo

§k=(1+2+3+...+n) + (n+1) =

- Pm' L") n(n + 1)

2

Percio P11 € vera e quindi P,, & vera Vn > 1.

Def.| Il valore assoluto o modulo di z:

T sex >0
Bl=4
—x sex <0

Esempi. [3| =3, | - 5| =5, 0] =0.
Proprieta del modulo: ! X+ 3’, # I‘X,l-l-llj,\

(&; x=5, 33_5)

1. x| >0 zf= 0=z =10

- DISUGUAGLIANZ,
[_.2. z+yl <lel+lol]  Jlel— vl < 1z -yl TRIANGOLARE
€T 4 i .
3. |z-yl=lz| ]y —=usey7é0- A /
Y |3/| 3 /
58 R —s R FUNZIONE

% —> P(%)=|x| VALoRE 4ss.
| 62( ) (HodbuLO)

Y
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Le potenze ad esponente reale

Sia a > 0. Se n € N si definisce a’ =1 e a"*! =q - a™
e a " = (a")~'. La definizione si estende a ¢ € Q: se

m
o V™ m mel
m>»2

-y
7 = /'/a'm'/m,
La definizione puo essere estesa a € R, ponendo
Amfexiotem . Liamitalo H € \
inf{a?:q€Q,g >z} sea>1 Ccsxsq =>f0»"<o-“

/
I HINORANTE
sup{a?:q€Q,q>z} se0<a<l.

wpmcm.zmwm
La funzione z +— a® con dominio R viene detta espo-

q = 7* si pone

y =al<—=y" =a™. l

nenziale di base a, e viene a volte denotata con exp,,.

Def.| Costante di Nepero:

e:sup{<1+%)n : nEN\{O}}. eel&\q

\AM.PO(.Co‘am. Rimikato

Stima: 2.71 < e < 2.72.

Si chiama esponenziale la funzione exp(x) = e® con

dominio R.




Teorema (Proprieta delle potenze) Se a,b >

0, z,y € R, allora:a® >0, a®°=1, 17=1, a*ty =
a®-a¥, (a®)¥ =a*¥, (ab)” = a=:b%f, a = (@) =
(@Y,

e

a>l1=(z < y&e=a® <a’)

0<a<l=(z <ysa®>d’) \

> 0=(a < b&<=a” < b%)

T < 0=(a < b&e=a” > b"). #

. R—— R x Se a>1, P sbult. oceremte
B b Se 0<a<A, § sbuekt. decerc.

Nota. Sia A = {2 : z € R}. Allora: infA=0e A
non & sup. lim. (Infatti: Vn € N 2™ > n=A non sup.
lim.: Vn e N\ {0} 0 <2< +=0<infA < inf{Z :
ne N\ {0}} =0=inf A=0).

Esercizio. Lo stesso vale se si ha A = {a* : = € R}
(@ > 0,a # 1) (SUGGERIMENTO: a* = gelogaa )
Se a9

2 vl ==
Teorema. (a >0,a # 1)V >0JdyeR: a’ == " E'Q':ﬂ

Def. a,z,y come sopra;|y = log, (logz se a = e). Ifmof-lpt+
Se >0 e ,Q,:|:’I e bem olziim.i.l:a.

PR R, > 47(x)= Log




