g,g:I——)!R,CmISIR.

— E — imlormo o0
Definizione:|Date due funzioni f, g, si dice che
x,elR

f=o0lg) perz-=1z9 <= lim /(@) 0

(3(:6 o’(g,)) :—+wo 9(x) .
(si legge f & o piccolo di g). (£-6” braranabife H,D;Fetl’o' Q g_)

me—)xo

Dalla def. abbiamo subito:

o(g)+o(g) = olg), (0(69))2 o(g), o(g+o(g)) = o(g).
ESEMPL Perz — 0 - MOTA: o (3)~ > (g)= =tg)
¥ =w(s), o=,

52 at =olx¥2),

T = o(sinx) = o(x).

Differenziabilita

]_D_efl Sia [ intervallo, f : I — R e zg € I. Diciamo
che f e differenziabile in xy quando esiste A € R tale .
che si abbia R.(x)

L

flz) = f(zo) + Mz — x0) +'0(ac — Zg) per x — I ]

SIGNIFICATO GEOMETRICO: la retta y = f(zo) +
A(x — o) approssima la curva y = f(z) “ad un ordine
superiore a T —xo” (questa retta & tangente alla curva).




CONFRONTO TRA INFINITI E INFINITESIMI
e SIMBOLO o B
Siano f,g: 1 — R con I C R intorno di zg € R.

1. Se
1) g & infinitesimo per x — g (cioe lim g(x) = 0)
T—x(
i) f =o0(g) per z — x¢ (cioe xli_}rgo ;ég = 0)
allora lim f(x) =0 e, quindi, f & un infinitesimo di

T—X(
ordine superiore a g per r — Ig.

2. Se f e g sono infiniti per x — xo (cioe
lim f(x) =+ocoe lim g(x) = +00), allora f = o(g)

T—rTQ rT—x(
per x — xg significa che f & un infinito di ordine in-

feriore a g per x — xg

3. Data una funzione g come sopra, il simbolo o(g)

(con © — xg) si riferisce ad una qualsiasi funzione f

trascurabile rispetto a g per £ — xq, cioe tale che
f(zx)

lim 22 = 0.
s—z0 g(2)

1



Teorema.| f differenziabile in xq <= f derivabile in

. In tal caso A = f'(xg).

Dim. f(z) = f(zo) + Az —zo)+o0(z—2z0) per z — zg
s 1y @) = f(20) — Az — @)

T-—T0 T — T

lim I(z) = f(zo) _ . ]

T— T T — Xg

=0 <=

$ deuirabie im x,

= jf(k (;F(% )+0’3'(*)(7~-10)) = o(x %) , X,
& /u—a?(xo)# (7o)(x-%s)

y=$(x)




Teorema.| f differenziabile in xy <= f derivabile in
xg. In tal caso A = f'(xg).

Dim. f(z) = f(xo)+ Xz —1zo)+o(x—xzq) per x — zg
flz) — f(zo) — Az — o)

o 2 — 20 i 1
i f(x) —f(mO) = B ]
3 deriveabile im x,
= - %) —(R(%o)+ 2 (%) (x -1 p)) = o = %5) X,
09 s -23) = (x5
" g SE s

4=$(




Teorema.| f differenziabile in xq <= f derivabile in
Zg. In tal caso A = f'(wo).

Dim. f(z)= f(zg)+A(z—2zp)+0(x—x0) per z — x
flz) — f(@o) — A(z — xg)

o= o P =0 <=
s f(a:) f(zo) = D
$ deniabile im x,
s f("' (g(" )+j?'(* o) (x - 7L.:,)) = o(x-%p) , x5,
N—
A / Y=3(x0)+F (2e)(x-xo)
PRSI s e =20
R = < === |
)




Teorema.| f differenziabile in xg <= f derivabile in
2. In tal caso A = f'(xg)

.
——

Dim. f(z) = flxo)+ Mz —a0)+0(x—1xp) per x — z

o= g TE TN CMZ o g
T—=rx0 T — Ty
o @)~ Hwe) 5

limi

3 dvewoh&mx.
Do) _e(xa). (2 1.-1.4‘."=o"x..x-o X 5%
= L{@-@(xw L ) o)) 8
i Y=(xo)+3 (xo)(x %9
‘E 4=¢(x)

. — —_—— —_— —— — -

2o} 0 (-4
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Dalla proposizione segue

da cui

La formula di Taylor con resto di Peano

OSSERVAZIONE: se f e continua nel punto a pos-

siamo scrivere che

f(z) = f(@) +o(1)  perz— a; (<—> ecom. P %)%f—’(aﬂ)
se f e derivabile in a, si ha

flz) = fla)+ f'(a)(z—a)+o(z—a) per  — a.

Infatti o
s f(SC) o f(a’) - f (CL)(.’,C o a’) . f’(a) s f/(a) =

T—a L ()

Vogliamo generalizzare questa formula a funzioni n volte
derivabili: il problema & trovare un polinomio P di

grado n tale che si possa scrivere
flz) = P(z) + o(x — a)™ per z — a,

e se possibile esprimere P mediante le derivate di f in

a fino all’ordine n.



Dalla proposizione segue
sinz—z  o(z?)

da cui _
sin

lim
z—0 g

La formula di Taylor con resto di Peano

OSSERVAZIONE: se f & continua nel punto a pos-

siamo scrivere che
swaoly ) o X/-O-)o

f(x) = fla)+0(1)? per z — g (<=> %’S’QDQ'(”)%?(QJ)
se ‘_l_”_ e derivabile in a, si ha .
f(z) = f(a)+f(a) (:v—a)—l—o(x—a)J per & — a.

Infatti H.q,d,,a' 4 o-(” = Q)‘f
Ko f(x) r- f(a’) s f (G,)(il? - CL) i f’(a) e f/(CL) = i)

rT—ra r =

Vogliamo generalizzare questa formula a funzioni n volte
derivabili: il problema e trovare un polinomio P di

——

grado n tale che si possa scrivere

f(z) = P(z) + o(z — a)Z per r — a,
.
e se possibil@’&sprlrrq]ére P mediante le derivate di f in

a fino all’ordine n.



Teorema.| Sianon € N, n > 1 e f una funzione
definita in un intorno del punto a € R e derivabile n
volte in a. Allora esiste un unico polinomio P di grado

< n tale che

f(z) = P(z) + o(z — a)™ per x — a.

P & caratterizzato da P*)(a) = f()(a) perk = 0,...,n,
ed é quindi dato dalla formula

39=8) [P =3 e - 0t <flo)s P e-ap £ o

QQuesto polinomio viene detto polinomio di Taylor di f

di ordine n e di centro a.

NOTA: si ha quindi la formula

n ek (g
f(:z:)zzf ()(ac—a)’“jLo(x——a)" per x — a,

detta formula di Taylor con il resto di Peano. Questa
formula & di ESTREMA UTILITA nel calcolo dei limi-

t1.

Dim. Possiamo supporre, mediante una traslazione,

che a = 0. Consideriamo il polinomio

n fk)
P(z) = Z /(0) z".

!
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