Teoremi di Rolle, Cauchy, Lagrange.

IDQ_f;_ Sia [ intervallo. [ si dice derivabile in I C dom f
se ¢ derivabile in ogni z € I. Se I = dom [ allora_f si
dice derivabile.

Teorema.| (di Rolle) Sia f : [a,0] — R una funzione
continua in [a, (zl, e derivabile iﬂa,éﬂ tale che f(a) =
f(b). Allora esiste almeno un punto & §|a, o[ tale che
fig)=0.

Dim. Se f = ostante la tesi e ‘ovvia. Supponiamo
allora f non costante. Il Teorema di Weierstrass ci

-

assicura l'esistenza di un punto di minimo z,, e di

un punto di massimo x;. Dato che f non & costante
si ha f(zm) < f(zum). Se z,, € {a,b}, allora z,, &
un purnto stazionario e quindi ﬁ&;) :0 Altrimenti
f(zm) = f(a) = f(b), e quindi zs & {a,b}, zps & un
punto stazionario e quindi f/(z,) = 0. L]
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‘(5,1'emaj di_Cauchy) Siano f,g : [a,b] — R due

funzioni continue in [(1 bl e derivabili mJa, b[ Allora

esiste almeno un punto & €la, b[ tale che

Ef"(é)(g(b) ~ 9(a)) = 4'€)(F () — f(a)).
Dim. Bas@ applicare il ‘Teorema di Rolle alla funzione

h(z) = f(2)(9(b) — 9(a) ~ g(@)(f(b) — f(a)), notando
che h(a) = f(a)g(t) — 9(a) [ (b) = h(d). O

Teorema] (del valor medio, o di Lagrange) Sia o
! bl — R una funzione continua in [a, @] e derivabile

m]a b[; Allora es1ste almeno un punto & €la, bf tale che

Dim. Basta prendere g(x) =z nel Teorema, di Cauchy.
Oppure, basta applicare il Teorema di Rolle alla, fun-

zione h(z) = f(z) — (z — )’ (b) f ()

h(a) = h(b) = f(a). L]
L~ MR
i

, notando che

T ——
;Teorema_L_.J (della derivata nulla). Sia f’ = 0 su un in-T =
tervallo I; allora f é costante su I. ]""'—_'Il I' :

. : L™
0 x

Dim. Se f non & costante allora da,b € I tali che
a < be f(b) # f(a). Allora per il teorema del valor

medic esiste £ €]a, b tale che f/(¢) = f(bg - i(a) 7 0
c_oz_l_trd ’ipotesi. o [
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ESLMPIO f(z) = arctanx + arctan( =h & # 0. 8

|
ha f'(z) = .
concludere perd che [ € costante sul suo dominio poiche

= 0. Non si puo

-
e l+:}:"2(z2)

€sso non e un intervallo. Infatti
f(1)=2arctanl = 7/2, f(—1)=2arctan(—1) = —7/2,
e quindi

| =m/2 sex <O
f(x)_{ﬂ’/Q sex>0"

Teorema. | (MONOTONIA E DERIVATA) Sia f de-
rivabile in |a,b]. Se f' > 0 (risp. f' < 0), allora f é
non decrescente (risp. non crescenlz;_). Se f' > 0 (risp.
[" < 0) allora f & strettamente crescente (risp. stretta-

mente decrescente).

Dim. (f" > 0) Siano z,y € [a,b] con z < y; per il
Teorema del valor medio si ha che 3 5 €lz, y| tale che

fly) — fl@) = F(€)y—=z) >0. O

NOTA: questo teorema & fondamentale per il disegno
di grafici qualitativi di funzioni. La “ricetta” che esso
consiglia ¢ la seguente: calcolare la derivata prima; de-
terminare (eventualmente solo qualitativamente) gli in-
tervalli in cui e positiva e quelli in cui € negativa; calco-
lare i valori (o i limiti) agli estremi di questi intervalli;

tracciare il grafico usando il teorema.

$[ad] R detvatite on o (]

’}” 2 O lm [Q, LJ é—) ‘ot mom deerc. im [a,,}_’]

#l> 0 im EO-,I"J b— .Y §. Abrelt. orenc . tm [a,b]
< |



Derivate di ordini successivi

Def. | Sia [ derivabile sull’intervallo 1. Se esiste la
derivata della funzione = — f’(z) in g, allora (") ()
si_dice la derivata seconda di f in z, e si denota con
" (2 o f®) ().

Allo stesso modo si definiscono per induzione le derivate
di ordine k: la funzione derivata 0-ima di f si definisce
ponendo f(©) = [f; se & definita in ogni punto z € I la
derivata k-ima f (f{)e R e se ne esiste la derivata in un
punto xg, si definisce f(k+1)(x()) = D(f(’“))(xo).

Def._] Sia [ intervallo. Definiamo per ogni k¢ € N
Pinsieme C* (/) delle funzioni &k volte derivabili su 1

tali che la derivata k-ima sia una funzione continua.
Quindi:

CO(]) & l'insieme delle funzioni continue su I:
—— - - - — ’-

C'(I) & Vinsieme delle funzioni derivabili su [ la
cui derivata & una funzione continua: ecc.

Si noti che valgono le inclusioni:

...CC*(I)ccri) cciu.

Definiamo inoltre lo spazio delle funzioni la cui derivata,

k-ima esiste per ogni k € N:



Teoremal (criterio della derivata seconda) Sia f €
C"'(I) e zo un punto stazionario di f. Se esiste " (zq) >
0 (risp. < 0), allora g é un punto di minimo (risp.

massimo) relativo per f. i

ey
——

/ /
— 'z
Dim. §Si ha lim f (=) = F(@o) > 0, quindi esiste,
L—Tp X — T il
per il Teorema della permanenza del segno 6 > 0 tale

fx) = f'(@o) _ f'(=z)

che = > 0 per 0 < |z — x| <
N i T — X T — T
0. Quindi per z €|zg — 0,xp| si ha f'(z) < 0, ovvero
la funzione & decrescente in |z — d,x¢[, mentre per
x €lxg,xo + 6 si ha f'(x) > 0, ovvero la funzione &
crescente in |xg, o + 6[. Questo mostra che f(zg) <
f(x) per 0 < |z — x¢| < 6. ]

NOTA: questo teorema suggerisce un metodo per la
ricerca di punti di estremo relativo per funzioni due
volte derivabili. Attenzione pero : la condizione & solo
sufficiente (si consideri la funzione x4 nel punto 0).

j(x) =XY ha um {wzmlo' o mumimo emolulo Im x = o
( §0x)= " ;Ozg(o) Vxe\R)/- ma Pl(x) =23,
F/(x)= 122> quimds £i(0)=f'(0) =0




ce() = () C‘“(]‘).]

keN

NOTA: 1) le inclusioni sopra descritte sono strette.
PER ESERCIZIO: fornire un esempio di funzione in
C*(I) ma non in C*+1(1);

2) I'esistenza della derivata k-ima implica la continuiti
della derivata k—1-ima e quindi, per induzione, di tutte
le precedenti;

3) i polinomi, gli esponenziali, i logaritmi, sin, cos,...
sono funzioni C'°. PER ESERCIZIO: calcolarne tutte
. le derivate;

4) dai teoremi di linearita delle derivate, si ha che per
ogni k vale, per induzione, il teorema di linearitd per

funzioni di classe C*.

5) se f,g € C*(I), allora anche fg € C*(I), e si ha

k
(F9)® = 3= () s

mn
n=0

6) composizione di funzioni C* & ancora C*.



Il Teorema di De L’Hépital

Teorema.| Siano f,g : I — R funzioni definite e de-
rivabili in un intorno destro I di zy € [-00, +oo[ con
9 (z) £ 0 Yz € I. Supponiamo che sia verificata una

delle due condizioni:

2 (forma 0/0) a:—]—l>.11:n+ f(z) = lim g(z)=0;

T— 2o
ii) (forma oo/oo) lim f(z)= lim g(z)= o0
T—To+ T—xo-+

Se esiste il limite

/
lim z (z) —
z—zo+ g'(x)

allora esiste anche il limite

. )
xhligg+ m =1,

Le stesse conclusioni sono valide per il limite x — zg—
(se f,g sono definite in un intorno sinistro di zy €
40, el wppnae P Lumite % —yox, (5e £, 5?

. tnile tm um. Cm ( .
Dim. (solo forma (; /0exy € R) Usangt% ReaSetete wxe ’R)
zazione di limite per successioni, basta dimostrare che

per ogni successione {z,} C I che tende a ¢+ si ha

lim f(&n) = L.

iy g(xn>
Possiamo supporre che le funzioni f,g siano definite

anche in xg e g(xg) = f(xzg) = 0. Applichiamo allora il




teorema di Cauchy con a = xq, b = z,. Otteniamo che
esiste &, €|xg,z,| tale che

f(@n) _ flzn) = fl0) _ f/(g”'). Notiamo che per il

Q(.Tn) g(mn) "_g(xO) B g,(fn) ,
Teorema dei due carabinieri si ha &, — zg+, e quindi

e f,(gn) : f(xn>
L =1 = i g []
n gEn)  m glan)

ESEMPI: Tramite questo teorema possiamo ritrovare

la maggior parte dei limiti notevoli:

lim S % — (9) = (H) = lim ey
z—0 0 z—0 1]
o B =1 0 e
E - =iy =T
log(1
lim —2 L) —(9):([{ = lim
x—0 9 0 z—0x + 1
xr
i e (Y = i
r—+00 I +00 r— 400
1 A I = +4.00.
(@ml) din 22 = (22 - @)= km L Lo
f_HLOO %5 +00 z—+oo L~
lim = @

z—+oo ™

: P loglzc]_ =Se. .
tnyalog ol = i <52 = (%) = 2D =

z—0 —-1/332 3 wh—l;r%)(——x) =it




Il Teorema di De [’Hoépital puo semplificare il calcolo
di limiti complicati: #(x ) s &3 (bt’m x2y cmx)
2 o8
g log(sin 2+ cos ) - 3 (9) = 3(7('}: 22
x—0 2 | 0
A q!(x)=2240

- {23:_00_; 22 :sfn L)" s i 21 cos 2 — sin z 5
cc-—>0£ sin £2 + cos s :'-J:—~+0 2x Pe)l:,x:i:o
3¢9
k.

Attenzione pero a non “eccedere” nell’uso: il limite
5
sin® x Sim
lim =m ( )
z—0 o N0
¢ banalmente uguale a 1 (applicando il limite fonda-

mentale e la continuitd di ¢®°); si pud anche risolvere
usando solo il teorema di De L’Hépital, ma si deve

derivare 5 volte:

sin® z

= (H)

lim
x—0 3:'5

.4
. Hsin“xcosx
lim - = (H)
x—0 5%
 4sinzcos?x —sin® z
= lim 5 =)
x—0 4£C

12sin® z cos® z — 8sin? z cosz — 5sin? z cos z

s :};li% 1222




Il Teorema di De L’Hépital fornisce solo una condi-
zione sufficiente per I’esistenza del limite lim Hz)

T—XT(Q g(x) '
Siano:

f(x) =z +sinx, g(x) =2z + cosz,

e g = +00.
Il limite

!/
lim L5 Ltcosz
g—+o0 g'(x) o400 2 —sinz

NON ESISTE.
Tuttavia, si calcola:
lim ____f(x) = lim v sz
z—+oo g(x) z—+o02x + cosz 0

-+ 00

sin T
z |1+ 14 1
= lim - = |im = —,
r—-+00 T (2 e COSJ;) r—+o00 2 + 2
xr

0

X 3 +00



Vediamo ora un risultato di interesse pratico che segue

dal Teorema di De L’Hopital.

Teorema.|(del limite della derivata). Sia f : [a, 5[~ R
ccontinua in a e derivabile inJa, b[. Se esiste (finito 0 no)

hm*_~ f'(x), allora esiste anche f’, (a) e vale
Tr—> Q-

Dim, lim & =7 = (H)= lim f'(z).

r-—a+ r—aQa r—a-+

ESEMPIO: utilizzando il Teorema precedente dimo-
striamo che la funzione f definita da

e {exp(ml/xz) sex#0

0 sex=20

e di classe C*° in R.
Naturalmente occorre controllare la regolarita in z = 0. j)e, comt. tm

\ 2exp(—1/z?
E f/(x) = eXp(mg /x)perx#OexE%if’(x):O. Fi

Grazie al Teorema precedente, si ha f’ (0) = . (0) =
cio¢ f ¢ derivabile anche in z = 0 e f/(0) = 0.
Reiterando il ragionamento ed applicando il Teorema a
f', f"”, ... si conclude che f & infinitamente derivabile

in R.
ESERPIO: Sm,ﬂx aLAim X - Bemxe].f dl :f(x)—-w_:_z_
=40 = )=+

x—»:t"‘&'(x x34- \f—‘_"



NEL TEOREHA PRECEDENTE L'ESISTENZA DEL UHITE

. i >
K 21 () E soLo uNa conbizioNE suFRICIENTE )
x>at |

1. rxm‘m_(i—) , % 40

H()= 1

LO 2 =0

Per xF0
P'(t)= 2r mim (L ) 4 X2 cos( L) (--i‘,za)

= LN Atm (.172) - Co’b(.’!i_)

A Lim ) ma I E(0)=0

=0



