Def.| Sia I intervallo, f : I — R e z¢ un punto di I.

Se esiste il limite

lim rf(z,zo) = lim f(z) — f(z0) c R,

T—To— T—To— T —Xp

esso viene chiamato la derivata sinistra di f nel punto

g e si indica con f’ (o).

Se esiste il limite

lim rf(x,z0) = lim f(2) = f(zo)

T—To+ T—To+ T — Iy

cR,

esso viene chiamato la derivata destra di f nel punto

xg e si indica con f! (o).

Caror i cui. 1 (o) €lR., £ (0) €IR. , £1.0) + 41 ()
TEnI———— /




Def.| Sia I intervallo, f : I — R e xg un punto di 7.
Se esiste il limite

im rf(z,z0) = lim 32— J(®0)

L—>To— T—To— T — g

€ R,

esso viene chiamato la derivata sinistra di f nel punto

g e si indica con f! (zo).

Se esiste il limite

c R,

lim rf(z,z9) = lim f(z) = flzo)

T—To+ T—To+ T — I

esso viene chiamato la derivata destra di f nel punto

T e si indica con f! (zo).

Comor i il JL (%0) €lR, 44 (5) €IR. , £L(4) * (%)
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t. Y = L)+ L0eo) (=)
by o u= 20%0)+ P4 (x0) (e ~20)



r§la.y)= HE)#BL - c =€ o
¥ oy =y
ESEMPI: 1) f = c¢ costante Dc = 0 in ogni punto.

Infatti per ogni coppia di punti rf(z,y) = 0.

2) f(z) = =x. Allora rf(x,y) = 1 per ogni coppia di
punti, per C,Ui f'(x) =1 per ogni . —p r;(,_,s_)_ﬁ) -ﬁG) x- _'t_
3) f(x) =2™ (n € N, n > 2). Allora | =i =8 =3

T—Xo T — X
-~ 1 1
= lim (xO z)/(20%) = lim —— = ——,
T—xo T — T T—To Lok Lo
5) f(x) = |z|. Sia xg > 0; allora
|z| = |=o] L — Zg el
: = = = i tutti gl
rf(z,xo) - ¥=u per tutti gli
x > 0, per cui f'(zg) = 1. Se invece ¢ < 0,
rf(z,zy) = [zl = |20l = i) = —1 per tutti
x — X T — Zo

gli x <0, per cui f'(xg) = —1.

|]-0 x|
S i o e ) 1 sez>0, TEo0)= z "x.
SRR el Tl -1 sexz <0, i
per cui f’ (zg) = —1 e fi (x9) = 1; in particolare non
esiste f’(xg).
~
i c D —
T ) ;
j) %o € =
R 8 F
' .
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[V sex>0 ,
6) f(a:)——{_\/m sex<O'AHOM

'/ . 1: \/__"Om . _1__
f+(0) _w1—1+161+ z —0 mxl—l%ﬂr N T,

£ 0) = lim VB =0 _ 1

z—0— x—0 _x—+0— ) /le -

Quindi f’(0) = +o00, e f non & derivabile in 0.

- 1 >0
N @ =A@ ={, £72,
side). Allora

(funzione di Heavi-

1-=1
d = ]_' == O
f+ (O) :rifgl-l- CIJl-— 0 1
| 0—-1
f2(0) = lim = +00.

z—0— 2 — 0

LA FUNZIONE DERIVATA
leg_f.“ , Sia f : I — R una funzione tale che
I'={x €I: fe&derivabile in z} # 0,

allora si chiama derivata di f la funzione f’: I’ — R,

x — f'(z) che associa ad ogni punto z € I’ la derivata
di f in x.

ESEMPI: 1) f(z) =z, dom f = dom f' = R; f/ = 1



4, >0
. h

2) f(x) = |z, dom f = R\{0} # dom f = R; f’ = l—m"’;'-'-"-

3) f(x) = H(z). dom f’ # dom f = R in quanto 0 ¢
dom f”’. |
1

4) f(z) = ;t—’, dom f =dom f" = R\ {0}; f'(z) = =3

-1 %<C

Classificazione dei punti di non derivabilita

Se la funzione f non & derivabile in un punto zg
si possono presentare vari casi. Se f & continua in g

allora si usa la seguente nomenclatura:

1) 3 f/ (x0), fi.(z0) € R e almeno uno dei due & finito.
Allora zg si dice un punto angoloso;

2) 3 f'(zo) = £oo; allora z si dice un pu_nto di flesso
a tangente verticale;

3) fL(wo), fi (o) € {00, ~00} fL(w0) £ f4(w0); al

lora z¢ si dice una cuspide.

NOTA: possono anche non esistere f’ (zq) e Ji(xo);

e o e )~ {5 57

exg=0. A 9 /N
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Gli esempi appena considerati mostrano che una fun-

zione continua puo essere non derivabile. Al contrario,

una funzione derivabile in un punto xg € continua in

-3 I SR, T ambearallo, x, eI

Teorema.|f derivabile in xy = f continua in xy.

Zo-

Dim. Per z # xq si ha

——— s

1@ = fan) = LE=1E0) (o)
Quindi, lim (f(z) — f(20)) = f'(z0) -0 =0. L

do. DERIVABILITA oc f im x, € CONDIZIONE SUFFICIENTE

poo o ConminoiTh i £oim x,: bR =y conT

do. CONTINUITA ok 5, lm. X, € CONMZIONE NECESSARIA per

lo. bERIVARILITA oli L im , NO CONT => No beR.

Derivate di funzioni elementari

D(e*) = e*, D1=20
(€ R\ {0}) D(z%*) = az>1,
Dcosx = —sinz - Dsinxg = cosz

Dtanxz =1+ tan’z

D coshx = sinh z D sink_l T = coshz




ESEMPIO: calcoliamo la derivata di e®. Si ha

e¥ — e*o o eE%0) ]
= sve————— O 0
rlesp)(e,a0) = - = e (T
et — 1
Dunque dobbiamo calcolare il limite lim . Cam-

t—0
biamo variabili:

et —1 =y, ovvero t = log(1l +y).

Il limite diventa lim = lim 1/log(1 + i

Si vede che l.ir% (1+ y)% = e, per cui il nostro limite
y—)

vale 1/loge = 1. Dunque De® = e”.

<Q =

BESEMPIO: usando il limite fondamentale

. sint ] . .
lim — = 1 possiamo calcolare la derivata di sinzx e

t—0 ¢ )
cos x. Per esempio, si ha
) . sin(x +t) —sinx
Dsinx = lim ( )
t—0 t
sinzcost+sintcosx —sinx

= lim
t—0 t
. sint ] . cost—1
=cosz lim — +sinzlim ———— = cos
t—0 t—0 {
dato che
~ cost—1 . cos?t—1
lim —————— = 1lim =
t—0 t—0 t(cost + 1)
sint . sint
z—liml—-hm—m——O.

t—0 t t-——-0cost + 1 N



IOGI:-[.Q')!’JA.W
ad I Ae xo¢{a.,l)}.

Calcolo di derivate

Dal teorema di linearita per i limiti si ha subito:

Teorema.| (LINEARITA) Sia I intervallo e zy punto

interno a I. Se f,g : I — R sono derivabili in xq e
c € R, allora sono derivabili in z¢ anche f +g e cf e
si ha

(f+9) (@o) = f'(x0) +9'(x0), (cf) (z0) = c(f (o))

Teorema.| (DERIVATA DI COMPOSIZIONE) Siano

I e J intervalli; f : I - R, g: J — R z¢ un punto _
interno a I tale che f(x¢) e internoa J. Se f & derivabile
In zg e g e derivabile in f(x¢), allora g o f é derivabile

in xq, e si ha

(g f) (o) = g'(f(z0)) f'(z0).

Dim. Supponiamo che per  # z( si abbia f(z) #
f(zg). Allora, per z # xg

9(/@)) = 9(f(20) _ g(f(2)) — 9(f () f(&) ~ f(zo)
T — Xo f(z) — f(xo) Z — T

Passando al limite per x — xg, si ottiene la tesi.

In generale, perd, potra essere f(z) = f(z¢) anche per

x # xo e quindi non si potra moltiplicare e dividere per

f(z) — f(xo). Usiamo allora questo “trucco”.




Sia h : J — R la funzione cosi definita

9(y) — g(f(20))
h(’y) . y “‘f(xO) Se Yy 7é f(mﬂ)
| 9 (f(zo)) sey= f(zo).

Per z # z (scegliendo y = f(z)) vale

T — Ty T — Xy

Osserviamo ora che dalla derivabilitd di g in f(zo)
segue la continuita di h in f(z). Quindi (composizione

di funzioni continue)

lim A(f(x)) = h(f(z0)) = ¢'(f(wo))

T—>T0

Cosl, passando al limite in (%) per x — x¢, si ottiene
la tesi. ]

ESEMPI: 1) n € N D(z™") = —na~""'. La funzione

x — x~ ™ si puo considerare come composizione delle

funzioni f(z) = z™ e g(y) = 1/y; e sappiamo che

f'(z) =nz"", ¢'(y) = —1/y°. Dunque
1

D) = g'(f@)) f'(2) = = oy (12" 7) = —n ™",
2) D( l) = —iz f" (considerare % come composizione

di fel/y).

X io0



Teorema.|(DERIVATA DEL PRODOTTO) Siano f, g
I — R derivabili in xy € I; allora anche fg é derivabile
in zg, e si ha - T{tmd.oﬂ.rmibmetcco! !

(f9)'(m0) = f(@0)g' (o) + f(20)g(20)- | Poremulo. oli’ Leibmira

Dim. (fg)(w) (fo)(@o) = f(x)(g(z) — g(z0)) +
g(zo)(f(z ) pe}‘cul X=X
———~<¢'(*)

r(f9)(z, o) -@7/580 330%; g(zo)r f (, 330)

Passando al limite per z — mg cg)rdando che f(z) —

f(xp)) si ha la tesi. []
£y F'(@o)g (o) — f(20)g' (o)
ESERCIZIO:1) (=) (zg) = s& 9(%o)%0
() (el (9(wo))? % Al
(Applicare la derlva,zwne del prodotto di f e 1/g ricor-
dando che D(g™1) = 2g").

Teorema.|(DERIVAZIONE DELLA FUNZIONE IN-
VERSA) Sia [ intervallo e f : [ — R continua e in-
vertibile in I. Se esiste f'(xq): allora esiste anche la
derivata di f__ nel punto yo = f(xg), e si ha

convemzlone :
D(f~")(y) = f'(li-Uo) ovvero | $'(x,)=0 )
1 = D($7)(y,)= ()00
Z/o : :
éUJ-* ?‘ ;T ) 3'(%,)= too
yoHe Q/ >2¢I(3=0

(o) ao




NOTA: 1) Pipotesi di invertibilitd su f equivale alla

stretta monotonia;

2) la formula per la derivata dell’inversa vale anche
se f'(xg) = 0 o f'(z9) = +oo0, applicando le dovute

convenzioni.
3) se f'(mg) # 0, allora f~* & derivabile in f(zo).

Dim. si ha lim f_l(y) — f‘l(yo)
Y—Yo Y—Yo
f () = (o)
y=vo f(f7H(y)) — f(f1(v0))
T — Xg o 1
B T—To f($) — f(xO) i f,(xf}),

per 1l teorema sul limite di composizione. - [

Ora possiamo calcolare la derivata di log z, usando

il teorema della derivata della funzione inversa, con

f(z) = €*, f~Yz) = logz. Si ha allora D(logz) =
- T = 1 1

P @) = 7716) ~ explions) :%-zﬁ. |yl
! ot

ESERCIZI:1) D(log f) = 7; | /- g

2) D(ef) = e/ f'; =)/

3) D(z*) = D(el@082)) — z*D(alogz) = az® ' (con
a F# 1)._
?) )Lo(:: eé(eogx: 5(0{’(1}) ) ‘f( x.)::ieoa x, 3(5):6 7

dt)= ¢ (80) $10Y =k gyt

= D( x| = e*%3* = x“.;% = ol x84




Derivate delle funzioni inverse

1 1
Yx>0: D(logz) = o D arctanz = 112" VzelR

] , 1 1 v 1 [
D(arcsinz) = ———— D(arccosx) = ———— Y&},
Vxe]-*d[ V1 — x4 V1 — g2 |

(si intende che z appartiene al dominio della singola
funzione). Pm_ x==%x1 b(mabfm x.)=+ 0o , D(Mc.co‘& x): — 00

ESERCIZIO: ottenere le formule di derivazione delle
funzioni trigonometriche inverse usando il teorema della

derivazione dell’inversa.

.ESEMPI: 1) D(sin2z) = (cos 2x) 2;

1 ) sin &
(—sinz) = —
COS I . COSZX

2) D(logcoszx) = = —tan z;

3) calcolare la derivata di (logz)Y® (x > 1): possiamo

scrivere
(log z)V® = exp (m1/2 log(log x)) :
Si ha
D (x1/2 log(log x)) = log(log z) Dz'/? 422 D 1og(log ).
Dato che

1 1
- 2" 24/ & WDioeiosa) logz x

ha dunque



D (:r:l/ 2 log(log m)) = log(
log z log(log x) + 2
2./ logx

T log z log(log z) + 2
D(logx)\/—=exp(:v1/2log(logx)) 5 2\/g5(10ggx) —

, € infine

(vz—1) log x log(log ) + 2.
2z

ESERCIZIO: verificare la formula generale per la derivata
di f9 (scrivere f9 = exp(glog f)...):
/
D(f9) = fg(f—fg +¢'log f).

(log x)



Derivazione della funzione reciproca e
del quoziente

Teorema. Siano I C R un intervallo reale, g un punto
interno ad I e f,¢g : I — R due funzioni derivabili in

zo, con g(xzg) # 0. Allora le funzioni é e 7 sono
derivabili in g e si ha:
1\ g'(2o)
)\ =] (@) = —F—7;
0 (5) 0= e
£\ _ L@0)g(@0) — f(wo)g'(wo)
@ (5) e @)

Dimostrazione. Si noti per prima cosa che la deriva-
bilita di g in g implica la continuita di g in zg; inoltre,
poiché g(xg) # 0, il Teorema di permanenza del segno
delle funzioni continue assicura che la funzione ¢ si
mantenga diversa da zero in un intorno sufficientemen-
te piccolo di xy contenuto in I, cioé in un intervallo

1



della forma |xg — 6, zg + [ (con & > 0 sufficientemente
piccolo). Di conseguenza, le funzioni

f(z)

(2) =22

g(x)

sono ben definite per qualsiasi x €|zg — 6, o + 4.

La formula 1. & una conseguenza della formula di
derivazione delle funzioni composte. Si osserva infatti
che

~(@) = (ro9)@) = r(g(@)), Va el — 8,70 +4],

1
dove r(y) = —, per y # 0, & la funzione di passaggio al

reciproco. Poiché g & derivabile in xy e r € derivabile
I

in g(xg) # 0 (si ricordi che r'(y) = 7 per y =+

0), il Teorema di derivazione delle funzioni composte
assicura che r o g sia derivabile in xg; inoltre, si calcola

Gy(%) = (rog)'(z0) = r'(9(0))g’ (20) = —

g'(xo)

(9(530))2 |

2



Verifichiamo adesso la seconda parte dell'enunciato.
Da quanto precede, deduciamo che, nelle ipotesi fatte,
sono derivabili in zg le funzioni f e —; pertanto il Teo-
rema di derivazione del prodotto di funzioni derivabili,
applicatoad f e 1 implica che la funzione = = f-1 sia

anche derivabile in zg e, usando la formula di Leibniz
e la (1) abbiamo:

(g)’(azo) = f'(zo) - 5(560) + f(wo) - G)l(%)

f'(@o) — f(®o)g' (o) _ f'(z0)g(wo) — f(z0)g'(20)
9(o) (g(x0))’ (9(z0))?




Formule di derivazione

Attenzione! Le formule del calcolo delle derivate si
possono utilizzare solo per |l calcolo di derivate la
cui esistenza € gia nota; in altre parole, le formule
di derivazione non si possono utilizzare per verificare
' esistenza delle derivate.

Consideriamo, per esempio, la funzione f: R - R

1
22 sin (—) . perxz #0,

x
0, perz=0.

f(z) =

| Teoremi sulla derivazione del prodotto e della compo-
sizione di funzioni derivabili ci danno che la funzione f
e derivabile per x # 0, e, con le formule di derivazione,
otteniamo:

f'(xz) = 2z sin (é) — 22 cos (é) _55

1 1
= 2@ gin (—) — COS (—) , ¢#0.
% %

1




| 'espressione predetta non & definita per x = 0; que-
sto pero non significa necessariamente che la derivata
prima di f in x = 0 non esista! In z = 0 le ipotesi dei
teoremi sul calcolo delle derivate non sono soddisfatte
perche la funzione r(z) = = (coinvolta nell’espressione
analitica di f) non & derivabile in x = 0; di conse-

guenza, le regole di derivazione, utilizzate nei passaggi

— et —————————————t—

precedenti per il calcolo di f f'(z) quando = # 0, non
POSSONO €essere appllcate nel calcolo di f/(0). Ma i
teoremi sul calcolo delle derivate forniscono solo delle

condizioni sufficienti (e non necessa,mt) per |’ eSIsten—

za delle derivate.
Si puo anche osservare che, in questo caso, non esiste

1 1
lim f'(z) = lim 2z sin (—) — COS (—)
z—0 z—0 o T

Nemmeno questo, pero, ci permette di dedurre che

f'(0) non esiste.
Per verificare |'esistenza (o meno) della derivata prima

di f in x = 0, dobbiamo ricorrere alla definizione
di derivata prima cioe calcolare il limite del rapporto

2



incrementale

L 1)~ ()
z—0 x—0
Si trova cosi

lim 28 =50 _ i (1) =0,

z—0 x—0 z—0 x

da cui si conclude che f’(0) = 0.



