FUNZIONI CONTINUE

Def. | f ¢ continua <= f € continua in ogni punto del

suo dominio.

OSSERVAZIONE: f loc. Lipschitziana = f continua.

NOTA: polinomi, esponenziali, funzioni trigonometriche
1
T

) & continua (con dominio R \ {0}).

sono continue. 1 +—
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& continua (con dominio R\ {0}),

T +— sin(

Massimi e minimi

Def. |Si chiama massimo di una funzione f il massimo

valore di f(x) con z € domf (se esiste), ovvero

max f = max{f(z): = € domf}.

Un punto z in cui f(x) = max f si dice punto di mas-

simo per f. Percio vale f(z) > f(z') V&' € domf.

Si chiama minimo di una funzioneﬂf il minimo valore

di f(z) con x € domf (se esiste), ovvero

min f = min{f(z) : = € domf}.

Un punto z in cui f(x) = min f si dice punto di minimo
per f. Percio vale f(z) < f(z') Vo' € domf.

Allo stesso modo si definiscono I’estremo_superiore di
J sup f e U'estremo_inferiore di f inf f (che esistono

sempre).
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ESEMPIO: sia f = {332 per z € [-1,1]\ {0}
2 sex=0. 4\2,
L

f non ha minimo, e inf f = 0. max f = 2 e 0 ¢ I"'unico

punto di massimo.
-i\\z)/ 1,

Teorema.| (di Weierstrass). Ogni funzione reale con-

tinua In un intervallo chiuso e limitato ha massimo e

minimo.

Dim. (per il min) Scegliamo quella che viene chia-

mata una “successione minimizzante”, ovvero una suc-

cessione {z,} C domf tale che

lim,, f(xy,) =inf f.

Osserviamo che tale successione puo essere costruita

come segue.
o Vn € N scegliamo z, € domf tale che f(z,) < —n se
inf f = —
o Vn € N\ {0} scegliamo z, € domf tale che inff <
f(z,) <inf f+ % seinf f € R (ricordare la caratte-
rizzazione di estremo inferiore di un insieme (vedere il

Teorema a pag. 19)).
In entrambi i casi, si ha lim,, f(x,) = inf f.

Per il teorema di Bolzano-Weierstrass possiamo estrarre
a {z,} (che & limitata poicheé {z,} C domf) una sot-

tosuccessione convergente {z, }.

se domf=[a, b] allora X, edomf
&= g, b, Vm



Sia z = limg, Tn, -
Dato che domf & un intervallo chiuso, si ha x € domf

(se domf = [a,b] sihaa < z,, < b per ogning e quindi
anche a <z < b).

Per la continuita di f si ha limg f(z,,) = f(z). Inoltre,
{f(zn,)} & una sottosuccessione di {f (z5)}. Quindi
limy, f(x,,) = inf f, cioé f(x) = inf f = min f. L]

NOTA: nell’esempio precedente il teorema non si puo
applicare perche f ¢ discontinua in 0. Notare che per
tale funzione tutte le successioni minimizzanti tendono
a 0.

Corollario.| Ogni funzione continua su un intervallo

chiuso e limitato ¢ limitata. (/543, mzmimp e M =omox f’
oLloa. mg P(x)sM, Ve o(mm,cﬁ).

Teorema.|(di Bolzano o “degli zeri”) Sia f : [a,b] = R
una funzione continua tale che f(a)f(b) < 0. Allora
esiste almeno un punto ¢ €la, b| tale che f(c) = 0.

Dim. Si procede in maniera simile alla dimostrazione
del Teorema di Bolzano-Weierstrass. Supponiamo che
fla) <0e f(b) > 0. |

Definiamo per induzione due successioni di punti
di [a, b] come segue: poniamo ag = a € by = b. Quindi
supponiamo di avere definito a, e b, in maniera tale
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che b, — an = (b—0a)27"™, f(an) <0, f(bn) = 0.

: b : :
Consideriamo allora z, = — _; a—n-, il punto di mezzo

dell’intervallo [an,by]. Se f(zn) = 0 abbiamo finito;
altrimenti

Se f(xn) < 0 poniamo Gn41 = ZTn € bpy1 = b,.

Se f(xn) > 0 poniamo Gn41 = an € bnt1 = Tn-

La successione cosi costruita ha le proprieta :

i) {a,} & non decrescente e f(an) <0;

ii) {bn} & non crescente e f(bn) > 0;
i) (by — an) = (b—a)27",
quindi 3¢ € [a,b]: an — c e by, — c. Per la continuita
di f
0< 1i£n f(bn) = f(c) = liTrbn f(an) <0,

e quindi f(c) = 0. Dato che f(a) # 0 e f(b) # 0si

haa <c<b. L]

ALTRA DIMOSTRAZIONE

Dim. Supponiamo che f(a) <0e f(b) > 0.

Sia § = {z € [a,b] : f(z) < 0}. Osserviamo che 5
& non vuoto (a € S) e sup. limitato. Sia ¢ = supJS.
Dimostreremo che f(c) = 0.

Per assurdo, sia f(c) > 0.

Per il Teorema della permanenza del segno, 30 > 0 :
Vz €]c—6,c+68[N[a,b] f(x) > 0. Quindi, nessun punto



di S puo stare a destra dic— 46, cioe x < c—4 Vx € S.
Allora, ¢ — ¢ &€ un maggiorante per S (assurdo).
Supponiamo ora f(c) < 0.

Ancora per il Teorema della permanenza del segno,
30 > 0 : Vx €]c—6,¢+ §[N[a,b] f(x) < 0.

Quindi 3z > ¢: f(z) < 0 (assurdo).

Allora f(c) = 0.

Inoltre, si ha a < ¢ < b perche f(a) #0e f(b) #0. [

NOTAZIONE: se f : A — B ¢ una funzione e C C A,
allora definiamo f(C) = {f(z) : =z € C} C B. In
particolare f(domf) si chiama anche I’simmagine di f

(imf).

[Teorema. (“dei_valori intermedi”)Sia I intervallo, e
f : I — R continua, allora f(I) é un intervallo.

Dim. Dobbiamo mostrare che se y1,y2 € f(I) e g <
z < ya, allora z € f(I).

Siano c¢,d € I tali che f(c) = y1, f(d) = y3. Al-
lora possiamo considerare la funz. g(z) = f(z) = 2
sull’intervallo [a,b] = [min{c, d}, max{c,d}]. Si ha al-
lora g(a)g(b) < 0 e g & continua. Per il teorema di
Bolzano 3 x €la, bl: g(‘ﬁs) =0, ovvero f(x) = z.

I'intervallo =z € [ = 2z € f(I). []



thwda)ce fe :

Jc R ¢ um imterrally « Vx)g_eJ‘c.o'n. x<y
e VzelR tale ke x <2y ,0lloca 26T

Dato. £:T—> R wontimus, con I ¢ R imlterara sy
= (I) Ambterrzally rigmifia. allota che

VQC)ge(f(I),am X<y, Vz € R kale che
x< 2 <y oblta z2e}(I)

/ = %= (o)

y=gLb)

56 s ume tuti A meou cmnp*ce/u; ko 2 e g




R.L'coxoLa)ce che :

IS—.!P\ e ummluw:aQeOf @vx)lj_e-jc.o'n ‘x.clj,
e VzelR tale Re x(zcy  olloea 2e]

bata. $:T—> R wntimua, won I ¢ R imtenralls,
}P (I) Amkerzallo )o«',gﬂuoecca, allora che :

Vo, yeJ(I) ,om xcy, Yz R kale e
x< <y ot zed(1)

v

Jecel : Z=$(x)

BE amswme tuhi L valorl cmlam{, beo. % e 'c?{




Sia f : [a,b] — R continua. Poniamo

m =min f, M = maxf

(esistono per il teorema di Weierstrass). Dati x1,z2 €
[a, b], supponiamo f(z1) < f(x2). Poiché f(z1), f(z2) €

f([a,b]) (che & un intervallo) si ha i AN bl ¢

walotl comureest
f(a,8]) 2 [f(z1), f(z2)]. = my
bw'j(”'f) e P(xy)

§_(32 in particolare, x1, 9 sono punti di minimo e di mas-
simo, otteniamo (3&(’%4)=fm , £(962)= M)

i) = g BA])2 [ M
3([=.b]) < [m. M),

.
Vale percio il seguente teorema. Pm oLe?E . .
imiz.dimeM

Teorema.|Le funzioni continue mandano intervalli chiusi

e limitati in intervalli chiusi e limitati.




INVERSIONE DI FUNZIONI CONTINUE

RICORDIAMO: Se A, B sono insiemi e f:A— B
& una funzione iniettiva, ovvero a1 # az=f (a1) #
f(as), allora la relazione g(b) = a <= f (a) = b definisce
una funzione g : imf — A (imf l'immagine di f).
Questa funzione g si chiama la funzione inversa di fe
viene denotata con f~!. Una funzione iniettiva si dice

anche invertibile.

Ricordiamo che la stretta monotonia implica l'invertibilita.

In generale, il viceversa non vale, come si pud vedere
dai seguenti esempi. ?IP Abrelt . Oescembe (deoescembe) se

VX-43 x,_ed.omj, ; Xy< ’X-g_# f("q)c f(x?-)
ESEMPIO: la funzione f definita in R\ {0} da f(z) = (;(m'11 )>§(§D

1/z & invertibile e non monotona. Osserviamo che il

dominio di f non & un intervallo.

Z
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ESEMPIO: 1a funzione g definita in [0,2] da 14 /

(w)_{l—x se0<r<1 1
)=\ sel<z<2
0 4 1)

& invertibile e non monotona. Osserviamo che f non &

>
x

continua in x = 1.

Perche valga il “viceversa” & quindi essenziale che f sia

continua e definita in un intervallo.



Teorema.| Siano I un intervallo e f : I — R una

funzione continua. Allora f & invertibile <= f & stret-
tamente monotona. In tal caso domf~! & un intervallo

e f~1 & continua.

OSSERVAZIONE: grazie al Teorema, sono continue nel
loro insieme di definizione:

le funzioni trigonometriche inverse arcsinx, arccosz,

arctan x;

la funzione log, x inversa di a”;
2n+1.
?

la funzione 2"tz inversa di x

la funzione %Y/z inversa della restrizione di 2™ all’intervallo
[0, +o0].




