PROPRIETA FONDAMENTALI DEI
LIMITI DI FUNZIONE

Teorema (CALCOLO DEI LIMITI).

Siano f,g: A > R, z¢g € @un punto di accumulazione
di A CR esiano L, L' € R tali che

lim f(x)=L e lim g(z)=L'.

T—xTQ T—Tg

Se non si hanno forme indeterminate, allora:

(1) lim (f&g)(z)=LtL'; +

T—TQ

[+ : L=200 L‘——--'FOO
- L.-:L}::L’.OO
(2) Em(f-gliz)=L-L; s L@l L=z

(3) lim (i)(:c):% ‘__{Lzl..::o‘
T—T0 \ g L L=200 L=%00
(Im, (3) Aaappomiammy” LI#O)
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LIMITI DI FUNZIONE IN FORMA DI POTENZA
E FORME INDETERMINATE

Siano A C R, zp € R un punto di accumulazione
per A, f,g: A — Rcon f(z) >0perx e INA\{zo}
(essendo I un intorno di zg). Supponiamo che

lim f(z) =L €[0,+00] e lim g(z)=L eR.

T—rT(Q T—xQ

Allora:

1. lim f(z)9® =LY, se L €]0,+o0[, L' €R,

T—rxQ
L €|l, +oo[, L' = 400,

L =+o0, L' €]0,400]
2- 1 g(:z;):_l_oo7 se Y ) )
Jim f() VL eo.1, I = —co,

| L=0, L' € [—00,0],
(L €)1, +o0[, I' = —c0,

L= L' € |—00,0].
3. lim f(z)9®) =0, se ¢ oo, L€ [~o0,0],
S L €)0,1], L' = +oo,

L=0, L' €]0,4+00].

\



La verifica delle relazioni di limite precedente si basa
su:

1. L'identita f(z)9®) = 9@ 1oelf(=) (f(z) > 0,
perz € I N A\ {zo}, con I intorno di zg);

2. Le proprieta seguenti:

a. lim f(x) =L € [0,+00] (per L =0, f(z) > 0,

T—T

perx € INA\ {zo}, con I intorno di zg)
(log L, se L €]0,+o0],
= lim log(f(z)) = { +00, se L =40,

rT—xQ

| —o0, seL=0.

b. lim f(z)=LeR

T—TQ
4
el seLeR,

=  lim ef®) ={ 400, se L =+o0,
T—rxQ

|0, selL=-—0c0.



Il limite lim f(x)9(*) presenta:
T—rTQ

1. La forma indeterminata 0°, quando lim f(z) =

T—IQ
lim g(z) =0;
T—rx(

2. La forma indeterminata +00®, quando lim f(x) =
T—Q

+o00 e lim g(x) =0;

T—rX(

3. La forma indeterminata 1¥°, quando lim f(z) =
T—IQ

le lim g(z) = t+oo.

T—T



CALCOLO DI LIMITI

OSSERVAZIONE: per i limiti di funzioni valgono, con
la stessa dimostrazione, i teoremi (di linearita , del con-

fronto, dei due carabinieri) gid enunciati per i limiti di

successionl. Di conseguenza, si hanno gli stessi teoremi
anche per la continuita . In particolare:
—§ A —R, 3ﬁ — R, x,ef

Teorema.| Somma, differenza, prodotto di funzioni f

e g continue in xq sono continue in xq. Se g # 0 _ig(gn_

intorno d1)mu, allora anche = é continua in xy.
mad Jx0 g 0-

[Coroll_ario_.JI polinomi sono funzioni continue in ogni

zg € R. Le funzioni razionali sono continue in ogni

punto del loro dominio.

Dim. Le costanti e la funzione identitd x — z sono
ovviamente continue. Basta quindi applicare il teorema

precedente. []



Proposizione.|Gli esponenziali, sin, cos sono funzioni

continue.

- Dim. Per definizione sono. (loc) Lipschitziane. ]

Teorema.| (LIMITATEZZA LOCALE) Se la funzione

J ha limite finito in xy (oppure se é continua in xg)
allora esiste un intorno J di xq tale che f & limitata In

J Ndom f. ( |#(0d ]| €M )V’Ce Jo ‘i‘mﬁ)

Dim. basta ripercorrere la dim. del teorema.di limi-

tatezza per successioni convergenti. L]

Teorema.| (PERMANENZA DEL SEGNO) Se f ha
limite L > 0 per x — =z allora esiste un intorno J di

xo tale che f>0inJnN domf \ {zo}. Se invece f &
continua in zo e f(xo) = L > 0, allora esiste un intorno

J di xg tale che f > 0 in Jﬂdomf.

Dim. basta ripercorrere la dim. del corrispondente

teorema per le successioni. []

ESERCIZIO: enunciare il teorema di permanenza del

segno nel caso L < 0.
A

o<L ;7,/,\ ’ x_*xj(") L>o
e . ‘
7T




Teorema (CONFRONTO).
Siano f,g: A -+ R, g € R un punto di accumulazione
di A CR esiano L, L’ € R tali che

lim f(zr)=L e lim g(z)=L'.

T—rT( T—rZ(

Supponiamo inoltre che esista un intorno J di z tale
che

f(x) < g(x), Ve JNA\ {zo}.

Allora L < L/.



Teorema (DEI DUE CARABINIERI).
Siano f,g: A = R, ¢ € R un punto di accumulazione
di ACR esia L € R tale che

lim f(z)= lim g(z)=1L.

T—rIQ T—rI(

Sia h : A — R una terza funzione, per cui esiste un
intorno J di zg tale che:

f(z) < h(z) < g(x), Ve JNA\{zq}.

Allora lim h(z)=L..

T—ZQ



Teorema. |(LIMITI DI FUNZIONI MONOTONE) Se
f € non decrescente, allora f ha limiti sinistro e destro

finito per x — x¢ e si ha A /

| lim f(x)_sup{f( ): x € dom f, :13<CUO}_

L lim f(z) =inf{f(z): v €domf, = > z¢}. _"_./E

T—To+

Dim. uguale alla dimostrazione del teorema sulle suc-

cessioni monotone. []

ESERCIZIO: enunciare il teorema analogo per funzioni

non crescenti. Am #(z,)-— {,3(1_) xe€ dmn(f X<X J

ARy
¢ o xmcnte — fom 'x-;x*'ﬂz’ "“PH(") xe&omJ’,x>xl

LIMITI E COMPOSIZIONE DI FUNZIONI

lTeorema. Siano A, B C R intervalli. Siano f : A —
B,g:B — Rex € A Se f & continua in z¢ e g &
continua in f(xy) allora g of é continua in xg, cioé

lim g(f(2)) = o(f(@o)). | (%o de acanmutariome por )

r—xo

Dim. Poniamo yo = f(z9) e L = g(yo). Sia I un
intorno arbitrario di L.

Per la continuita di ¢g in yg, esiste un intorno I, di yp
tale che per ogni y € I, N B si ha g(y) € I}.



D’altra parte, per la continuitd di f in xg, esiste un
intorno I, di zy tale che per ogni x € I, N A si ha
f(z) € L, (e anche f(x) € I,,NB perche , ovviamente,
f(z) € B).

Quindi, per ogni x € I, N A si ha g(f(z)) € I,. [

Piu in generale, vale

Teorema.| Siano A, B C R intervalli. Siano f : A =

B, 9:B— R ey, L € [-00,+00] tali che si abbia

lim f(z) = yo lim g(y) =

T—Tg Y—%Yo

Se e verificata una delle condizioni seguenti

1) Ve e A\ {xo} si ha f(x) # yo;
@ Yo € B e g e continua in vy,

allora Se % —>x, => $L"-) '—_)'j.o

Jlim g(f(2)) ¥L-] tiom 4 ($(n)= s ?(%L)

ESEMPIO: il teorema precedente si applica (con 1’ 1pote31
i) a limiti del tipo (qui o = +00, yg = —00) :

—z2

im e = =0, in quanto CAMBIAMENTO
A Dl VARIABILE

- . Y= Fx)

lim =—00 e lim e¥=0.
T—-+1+00 Xz Y——00
P x s 4oo  A=x? - g & U‘mfbft'ca.{'a_ Coc
X

comd xlome 9

—0= Lmﬂ{ca : ye |R.}

A_x‘

zL'(m e * =bm e
X.-—)-j—oo g - ~ 00

2}
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Caratterizzazione di limite mediante successioni

Teorema. |Si ha lim f(x) = L <= V successione
0 ]

r— T

{zn} C dom f\ {zo} con z, — 2 si ha

lirrbn f(xy) = L.

f & continua in Lo <> V successione {x,} C dom f

con x, — g Si ha

hTan f(zn) = (o).

ESEMPIO 1: usiamo il teorema precedente per dimostrare
che f(z) = sin(1/z) non ammette limite per z — 0.
Basta trovare due successioni {a,} e {b,, } infinitesime

e tali che liTan flan) # li?;bn f(by).

Scegli d es i = —-———1 b, = !
cegliamo, ad esempio, a,, = e =
& p n % +2mm " —3277 + 2mn

(117.‘511 F(an) = 1,1im f(b,) = —7.

ESEMPIO 2: Si pud provare che una funzione J non e
continua in zg trovando una successione {z,} C dom f

con z, — xg € tale che lim f(z,) # f(xo).

1 sex+#0
0 sex=0

Sia, ad esempio, f definita da f(a:) = {

(evidentemente, f non & continua in 0).

| 1
Scegliendo z,, = ) si trova lim f <l> =1 f(0).

n n
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INFINITESIMI e INFINITI

J __D_e_f_.f Si dice che f & un infinitesimo (o che f & in-
finitesima) per z — xy € R se

lim f(x) =0.

T—Z0

Si dice che f & un infinito per z — xo € E se

lim f(x) = +oo.

T— Lo

. ©i estendono anche in questo caso le definizioni date

per le successioni relative al confronto fra infiniti e in-
finitesimi.

Notazione: f infinitesimo si scrive f(z) = o(1) per
per x — xy. |

o

: " "
Pm x>0 e as>i . /?.Um. Eosax.::eﬁm X.:ecnn.o.:.,.oo
A4 ® X340 A4

Crom '9'33'4" = O AL & um Cmoﬂcmr,tov oo

X —3 + 00 TS orolime huperiore a .
Eog‘a)(- i p&‘L X > +00
o % % -
Leem o N =0
X->+00 A° | 2% ¢ um imjimd:o' oy

ovolime nupercore .qol 2%
PM X — 4+ 00.




